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Ââåäåíèå

Â èñòîðèè íàóêè åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ãëàâà, ñâÿçûâàþùàÿ âîåäèíî òðóäû âå-
ëè÷àéøèõ ó÷åíûõ ñî âðåìåí àíòè÷íîñòè è äî íàøèõ äíåé. Ãëàâà ýòà ïîñâÿùåíà ïðî-
ñòûì ÷èñëàì � àòîìàì àðèôìåòèêè. Çà, êàçàëîñü áû, áåçîáèäíûì íàçâàíèåì ýòèõ
÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ òîëüêî íà åäèíèöó è íà ñàìèõ ñåáÿ, ñêðûâàåòñÿ îäíà èç ñëîæ-
íåéøèõ ïðîáëåì, êîãäà ëèáî âîçíèêàâøèõ ïåðåä èññëåäîâàòåëÿìè-ìàòåìàòèêàìè.

Ñî âðåìåí Åâêëèäà ìàòåìàòèêè ïûòàþòñÿ ðàçãëÿäåòü íåêîòîðóþ çàêîíîìåðíîñòü
â ðàñïðåäåëåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë íà ÷èñëîâîé îñè. Åñëè ïîñìîòðåòü íà íàèìåíüøèå
ïðîñòûå ÷èñëà 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,1) è ò.ä., òî âðÿä ëè
ìîæíî óñìîòðåòü êàêóþ-ëèáî ëîãèêó â èõ ðàñïîëîæåíèè íà ÷èñëîâîé îñè. È òàêàÿ
ëîãèêà ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå è áîëåå ýôåìåðíîé ïî ìåðå òîãî, êàê ìû ïðîäîëæàåì
óãëóáëÿòüñÿ â ÷èñëîâûå äåáðè. Ñîçäàåòñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî ïðîñòûå ÷èñëà ïîÿâëÿ-
þòñÿ òàì, ãäå èì âçäóìàåòñÿ; îíè ìîãóò ðàñïîëàãàþòñÿ òî äðóã ðÿäîì ñ äðóãîì (äâà
ñîñåäíèõ íå÷åòíûõ ÷èñëà), òî íà äîâîëüíî áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Åñòåñòâåííî âîç-
íèêàåò âîïðîñ: íåóæåëè ðàñïðåäåëåíèå êèðïè÷èêîâ â ôóíäàìåíòå ìàòåìàòèêè íå
ïîääàåòñÿ îïèñàíèþ? Íåóæåëè â îñíîâå ìàòåìàòèêè, íàóêè èñêëþ÷èòåëüíî ñòðóêòó-
ðèðîâàííîé è óïîðÿäî÷åííîé, ëåæèò ñâîåîáðàçíûé õàîñ? Ïîäîáíî Ýéíøòåéíó, äîëãîå
âðåìÿ íå ïðèíèìàâøåìó êâàíòîâîé ìåõàíèêè èç-çà âåðîÿòíîñòíîãî õàðàêòåðà åå çà-
êîíîâ, ìíîãèå åñòåñòâîèñïûòàòåëè íå ñîãëàøàëèñü ñ âîçìîæíîé íåïðåäñêàçóåìîñòüþ
â ïîâåäåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ðàçâèòèå òåîðèè ïðîñòûõ ÷èñåë â íåêîòîðîì ñìûñëå îòðàæàåò ýâîëþöèþ ìåòîäîâ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïîçíàíèÿ: îò âûäâèæåíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ (èíòóèòèâíûõ) ãèïîòåç è
òàêîé æå ýìïèðè÷åñêîé èõ ïðîâåðêè äî ïðåäîñòàâëåíèÿ äîêàçàòåëüíîãî îáîñíîâà-
íèÿ, âîçâîäÿùåãî óòâåðæäåíèÿ â ðàíã òåîðåì. Ïðèíöèï ëîãè÷åñêè îáîñíîâàííîãî
äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé áûë âïåðâûå îòêðûò ìûñëèòåëÿìè äðåâíåé Ãðåöèè. Îí
ïîçâîëÿåò ïåðåéòè èç îáëàñòè ÷åëîâå÷åñêèõ èíòóèöèè è ôàíòàçèè â ïðîñòðàíñòâî
èñòèííîãî, îáúåêòèâíîãî çíàíèÿ, îòðàæàþùåãî óñòðîéñòâî ïðèðîäû.

Â IV âåêå äî í.ý. ãðå÷åñêèé ìàòåìàòèê Åâêëèä äîêàçàë äâà îñíîâíûõ óòâåðæäåíèÿ
èç òåîðèè ïðîñòûõ ÷èñåë:

1. Êàæäîå öåëîå ÷èñëî ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçëîæåíî íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè (îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè);

2. Ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî (ò.å. íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîãî íàáîðà ïðî-
ñòûõ ÷èñåë).

Îäíàêî íà ïðîòÿæåíèè äâóõ ïîñëåäóþùèõ òûñÿ÷åëåòèé ìàòåìàòèêàì íå óäàâà-
ëîñü ïîëó÷èòü ñóùåñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå ïðèîòêðûëè áû òàéíó â ðàñïðå-
äåëåíèè àòîìîâ àðèôìåòèêè íà ÷èñëîâîé îñè. Òîëüêî â íà÷àëå XIX âåêà âåëèêèé
íåìåöêèé ìàòåìàòèê Êàðë Ãàóññ ñäåëàë ïåðâûé øàã â ðåøåíèè ýòîé ïðîáëåìû. Îí
íàøåë ôóíêöèþ, ïîçâîëÿþùóþ îöåíèòü êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë íà îòðåçêå îò 2
äî ïðîèçâîëüíîãî x. Òåì íå ìåíåå, ôóíêöèÿ Ãàóññà âñåãî ëèøü äàåò îöåíêó îáùåãî

1) ×èñëî 1 ïî ñîãëàøåíèþ ñîñòîèò íà îñîáîì ïîëîæåíèè: îíî íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðîñòûì, íè ñîñòàâ-
íûì.



êîëè÷åñòâà çàêëþ÷åííûõ íà [2, x] ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïîçâîëÿÿ îïðåäåëèòü ïîëîæå-
íèå êàæäîãî òàêîãî ÷èñëà â îòäåëüíîñòè; îíà îáëàäàåò ïîãðåøíîñòüþ. 50 ëåò ñïóñòÿ,
â 1859 ã., íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Áåðíõàðäîì Ðèìàíîì áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà
î òîì, êàê ïðèðîäà êîìïåíñèðóåò ðàçíèöó ìåæäó èñòèííûì êîëè÷åñòâîì ïðîñòûõ
÷èñåë íà îòðåçêå [2, x] è îöåíêîé Ãàóññà. Ýòî áûë ïðîðûâ; Ðèìàíîì âïåðâûå áûëà
íàïèñàíà ôîðìóëà, ñóùåñòâåííî ïðèáëèæàþùàÿ íàñ ê àáñîëþòíî òî÷íîìó ïðåäñêà-
çàíèþ ïîëîæåíèÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà.

Îãðàíè÷åííîñòü ñîâðåìåííîãî çíàíèÿ î ñòðóêòóðå �ïóëüñà� ñàìîãî ñåðäöà ìàòå-
ìàòèêè � ïðîñòûõ ÷èñåë � ÷àñòè÷íî ñâÿçàíà ñ íåäîêàçàííîñòüþ òàê íàçûâàåìîé ãè-
ïîòåçû Ðèìàíà. Ïîäîáíî çíàìåíèòîé òåîðåìå (ãèïîòåçå) Ôåðìà î íåðàçðåøèìîñòè
îïðåäåëåííîãî êëàññà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ, íå äàâàâøåé ïîêîÿ
ìàòåìàòèêàì â òå÷åíèå òðåõ ñòîëåòèé, ãèïîòåçà Ðèìàíà óæå ïîëòîðà âåêà ÿâëÿåòñÿ
íåïðåñòóïíûì áàñòèîíîì íà ïóòè ê íàøåìó ïîíèìàíèþ óñòðîéñòâà ìèðà ïðîñòûõ
÷èñåë. Òåîðåìà Ôåðìà ñëóæèò ïðèìåðîì òîãî, êàê äîêàçàòåëüñòâî âåñüìà òðèâèàëü-
íîãî ïî ñâîé ñóòè óòâåðæäåíèÿ, çàïèñûâàåìîãî ñ ïîìîùüþ âñåãî äåñÿòêà ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ñèìâîëîâ, ñïîñîáíî îáîãàòèòü ìàòåìàòèêó. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû,
äàííîå â 1995 ã. À. Âàéëñîì, çàíèìàåò îêîëî 100 ñòðàíèö è ñëóæèò ñâîåîáðàçíûì
èòîãîì ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè XX âåêà. Áûòü ìîæåò, îòâåò íà âîïðîñ î ñïðàâåäëèâî-
ñòè ãèïîòåçû Ðèìàíà ïðîëüåò ñâåò íà ìíîãèå íåðåøåííûå äî ñåãî äíÿ ïðîáëåìû, è â
ïåðâóþ î÷åðåäü íà ìíîãî÷èñëåííûå íåäîêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ñàìèõ
ïðîñòûõ ÷èñåë. Áîëåå òîãî, â èñòîðèè íàóêè äîñòàòî÷íî ñëó÷àåâ, êîãäà äâèæåíèå ê
îäíîé öåëè ïðèâîäèëî ê äîñòèæåíèþ äðóãèõ âåðøèí, â òî âðåìÿ êàê èñõîäíàÿ öåëü
èíîãäà îñòàâàëàñü íå äîñòèãíóòîé.

Ïðîäâèæåíèå ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ, ïî ñëîâàì àíãëèéñêîãî ìàòåìàòèêà
Ã. Õàðäè, ñðîäíè âîñõîæäåíèþ àëüïèíèñòîâ íà íåïîêîðåííóþ âåðøèíó. Îäíàêî íå âñå
âåðøèíû â ìàòåìàòè÷åñêîì ìèðå ìîãóò áûòü äîñòèãíóòû � îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóåò
òåîðåìà àâñòðèéñêîãî ëîãèêà Êóðòà Ãåäåëÿ, äîêàçàííàÿ èì â 1931 ã. Ñîãëàñíî Ãåäå-
ëþ, â ðàìêàõ ëþáîé ñèñòåìû àêñèîì, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì íåïðîòèâîðå÷èâîñòè,
íåâîçìîæíî äîêàçàòåëüíî îáîñíîâàòü âñå áåç èñêëþ÷åíèÿ ãèïîòåçû � äàæå òå, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ âåðíûìè. Âåñüìà èðîíè÷íî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ñàìîãî óòâåðæäåíèÿ
Ãåäåëÿ �î íåäîêàçóåìîñòè� îêàçàëîñü âîçìîæíûì â ñèñòåìå àêñèîì ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêè. Êàêîå çíà÷åíèå èìååò òåîðåìà Ãåäåëÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîïûòîê îáîñíîâàòü ãè-
ïîòåçó Ðèìàíà? Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà äàííàÿ ãèïîòåçà âåðíà, íî ñóùåñòâóþùàÿ
ìàòåìàòèêà íå â ñîñòîÿíèè ïðåäîñòàâèòü äîêàçàòåëüíîå ïîäòâåðæäåíèå åå èñòèííî-
ñòè.

Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ ñðîäíè ïðèíöèïó íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà, ëåæàùåìó
â îñíîâå ôèçèêè ìèêðîìèðà. Íåâîçìîæíîñòü íà íàøåì �ìàêðîñêîïè÷åñêîì� ÿçûêå
îáúÿñíÿòü ÿâëåíèÿ êâàíòîâûõ ìàñøòàáîâ, ðàâíî êàê è îãðàíè÷åííîñòü ÷åëîâå÷åñêî-
ãî ÿçûêà ïðè ñóæäåíèè îá ýòè÷åñêèõ öåííîñòÿõ (Âèòãåíøòåéí, �Ëåêöèÿ îá ýòèêå�),
â òî÷íîñòè íàïîìèíàåò óòâåðæäåíèå Ãåäåëÿ, îòíîñÿùååñÿ ê ìàòåìàòèêå. Âåðîÿòíî,
â ýòîì ïðîÿâëÿåòñÿ �íåñîâåðøåíñòâî� ÷åëîâå÷åñêîãî ïîçíàíèÿ îêðóæàþùåãî ìèðà,
êîòîðîå èìååò ãëóáîêèå ìåòàôèçè÷åñêèå ïðåäïîñûëêè. Êàê áû òî íè áûëî, âîïðîñ î
ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì.



1. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè

Äðåâíåãðå÷åñêèé ìàòåìàòèê Åâêëèä âïåðâûå èñïîëüçîâàë ïðèíöèï ëîãè÷åñêîãî äî-
êàçàòåëüñòâà äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîëèòü ñâåò íà ïðîñòûå ÷èñëà, êîòîðûå áûëè èçâåñòíû
åùå çàäîëãî äî íåãî. Âûñêàçàííûå èì óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

1. Âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî ïðîèçâåäåíèåì îïðåäåëåííîãî íàáîðà
ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðè÷åì òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.

2. Íå ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåãî ïðîñòîãî ÷èñëà; èíûìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî ïðî-
ñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî.

Â ñàìîé ñòðóêòóðå ýòèõ ïðåäëîæåíèé óñìàòðèâàåòñÿ êà÷åñòâåííî íîâûé ïîäõîä ê
íàó÷íîìó ïîçíàíèþ, ðîæäåíèåì êîòîðîãî ìû îáÿçàíû ìûñëèòåëÿì äðåâíåé Ãðåöèè.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ àðõàè÷íûõ ïðåäøåñòâåííèêîâ ñîâðåìåííîé íàóêè, ñóùåñòâîâàâøèõ
âî âñåõ äðåâíèõ öèâèëèçàöèÿõ, ïîäîáíûå âîïðîñû ëèøåíû âñÿêîãî ñìûñëà. Äåéñòâè-
òåëüíî, êàê ìîæåò ÷åëîâåê ïðîâåðèòü êàêîå-ëèáî óòâåðæäåíèå äëÿ âñåõ áåç èñêëþ÷å-
íèÿ ÷èñåë? Ãðåêè æå èçìåíèëè ïîñòàíîâêó âîïðîñà: íåëüçÿ ëè äîêàçàòü âûäâèíóòóþ
ãèïîòåçó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà N? Îòêàçàâøèñü îò ñîâåðøåííî íåìûñëèìîãî ýì-
ïèðè÷åñêîãî ïåðåáîðà ÷èñåë, ìàòåìàòèêè âðåìåí àíòè÷íîñòè ñäåëàëè ïåðâûé øàã ê
àáñòðàêòíîìó ìûøëåíèþ, ëåæàùåìó â îñíîâå ñîâðåìåííîé íàóêè.

Ïåðâîå èç ïðèâåäåííûõ âûøå äâóõ ôóíäàìåíòàëüíûõ óòâåðæäåíèé íîñèò íàçâà-
íèå îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè. Ïðèâåäó äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé åãî ÷àñòè î
âîçìîæíîñòè ðàçëîæèòü âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ÷òîáû
ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñèëó èçîáðåòåííûõ äðåâíèìè ãðåêàìè ìåòîäîâ ëîãè÷åñêîãî îá-
îñíîâàíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äî íåêîòîðîãî ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N íàøå
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî, òî åñòü âñå áåç èñêëþ÷åíèÿ ÷èñëà 2, . . . , N − 1 òåì èëè èíûì
îáðàçîì ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé. Åñëè ÷èñëî N � ïðî-
ñòîå, òî äëÿ íåãî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Íî íå ìîæåò ëè ïîëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî N íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîñòûì, è â òîæå âðåìÿ íå ñîäåðæèò ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé? Èíûìè ñëîâàìè,
âîçìîæíà ëè åùå îäíà àëüòåðíàòèâà ïðè ïîñòðîåíèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë? Âîò îñíîâ-
íîé ïóíêò, íà êîòîðûé òðåáóåòñÿ äàòü îòðèöàòåëüíûé îòâåò, äàáû äîêàçàòü èñõîäíîå
óòâåðæäåíèå. Ãèïîòåçà î ñóùåñòâîâàíèè ÷èñëà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ íè ïðîñòûì, íè ñî-
ñòàâíûì, ñóòü óòâåðæäåíèå, ïðîòèâîïîëîæíîå îñíîâíîé òåîðåìå àðèôìåòèêè. Åñëè
îïðîâåðãíóòü ýòó ãèïîòåçó, íàøà òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà. Â ïîäîáíûõ ðàññóæäåíè-
ÿõ óñìàòðèâàåòñÿ åùå îäíî çàìå÷àòåëüíîå èçîáðåòåíèå ãðåêîâ: åñëè ìû íå â ñîñòî-
ÿíèè ïîäòâåðäèòü ïðàâèëüíîñòü íåêîòîðîãî óòâåðæäåíèÿ èìåþùèìèñÿ ñðåäñòâàìè,
òî, áûòü ìîæåò, îêàæåòñÿ âîçìîæíûì îïðîâåðãíóòü ïðîòèâîïîëîæíîå åìó óòâåðæäå-
íèå? Òàê ðîäèëñÿ ïðèíöèï äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî, øèðîêî èñïîëüçóåìûé â
ìàòåìàòèêå.

Èòàê, ïóñòü ÷èñëî N ÿâëÿåòñÿ �îñîáåííûì� â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå. Ïîñêîëüêó
â òàêîì ñëó÷àå N íå ìîæåò áûòü ïðîñòûì, îíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñîäåðæèò ïî êðàé-
íåé ìåðå äâà äåëèòåëÿ A è B, îòëè÷íûõ îò åäèíèöû è ìåíüøèõ, ÷åì N . Íî òîãäà ýòè
äåëèòåëè îáÿçàíû ëåæàòü ãäå-òî âíóòðè îòðåçêà 2, . . . , N−1, äëÿ âñåõ ÷èñåë êîòîðîãî



òåîðåìà äîêàçàíà. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà A è B ñîäåðæàò ïðîñòûå ìíîæèòåëè, à ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî è êðàòíîå èì N òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòûõ ÷èñåë. Âûâîä:
ïðîòèâîïîëîæíîå óòâåðæäåíèå îïðîâåðãíóòî è îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè äîêà-
çàíà äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàê êàê ÷èñëî N â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäïîëàãàëîñü
ïðîèçâîëüíûì.

Ïîõîæèì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ âòîðîå èç ñôîðìóëèðîâàííûõ â íà÷àëå ýòîãî ïà-
ðàãðàôà óòâåðæäåíèé: êàê áû äàëåêî ìû íè óãëóáëÿëèñü â äåáðè íà ÷èñëîâîé îñè,
ïðîñòûå ÷èñëà íèêîãäà íå çàêîí÷àòñÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ñóùåñòâóåò
òîëüêî êîíå÷íûé íàáîð ïðîñòûõ ÷èñåë; îáîçíà÷èì èõ êàê p1, p2, ..., pn. Åñëè ïåðå-
ìíîæèòü âñå ÷èñëà èç äàííîãî íàáîðà è ïðèáàâèòü ê ïðîèçâåäåíèþ åäèíèöó, ìû
ïîëó÷èì ÷èñëî

N = (p1 · p2 · ... · pn) + 1,

êîòîðîå, î÷åâèäíî, íå äåëèòñÿ íàöåëî íè íà îäíî èç óêàçàííûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Íî ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî ÷èñëî N ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, ëèáî ñîñòîèò èç ïðîñòûõ ìíîæè-
òåëåé, îòëè÷íûõ îò p1, p2, ..., pn � àëüòåðíàòèâû áûòü íå ìîæåò â ñèëó îñíîâíîé òåî-
ðåìû àðèôìåòèêè. Îáà âûâîäà îïðîâåðãàþò íàøå ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè
îãðàíè÷åííîãî íàáîðà ïðîñòûõ ÷èñåë, äîêàçûâàÿ òåì ñàìûì èñõîäíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìû Åâêëèäà îòêðûëè íîâóþ ñòðàíèöó â èñòîðèè àðèôìåòèêè. Îíè ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàëè âîçìîæíîñòè ëîãè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà è äàëè ïåðâóþ íàäåæäó íà
ðàñêðûòèå ãëóáîêèõ òàéí, ñêðûâàþùèõñÿ çà êàæóùåéñÿ ïðîñòîòîé ïðîñòûõ ÷èñåë.
Îäíàêî äëÿ òîãî, ÷òîáû õîòü íåìíîãî ïðîäâèíóòüñÿ â ïîñòèæåíèè ýòèõ òàéí, ìàòå-
ìàòèêàì ïîòðåáîâàëîñü áîëåå äâóõ òûñÿ÷åëåòèé. Íåìåöêèé ìàòåìàòèê Ãàóññ â ñàìîì
íà÷àëå XIX âåêà ñóìåë ðàçãëÿäåòü ñâÿçü ìåæäó ðàñïðåäåëåíèåì ïðîñòûõ ÷èñåë è
òàáëèöåé íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ. Ïðàâäà çà 150 ëåò äî ýòîãî îòêðûòèÿ íà ñâåò
ïîÿâèëèñü ãèïîòåçû â îòíîøåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë, äîëãîå âðåìÿ íå äàâàâøèå ïîêîÿ
ìàòåìàòèêàì.

Â XVII âåêå ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Ï. Ôåðìà è ìîíàõ Ì. Ìåðñåíí, ñîñòîÿâøèé
â ïåðåïèñêå ñ âåäóùèìè åâðîïåéñêèìè ó÷åíûìè òîãî âðåìåíè, ïðåäëîæèëè íåñêîëü-
êî ýìïèðè÷åñêèõ ôîðìóë, ÿêîáû ïîçâîëÿþùèõ ïðåäñêàçàòü ïîëîæåíèå îòäåëüíûõ
ïðîñòûõ ÷èñåë. Ôîðìóëû ýòè, íåñìîòðÿ íà äîâîëüíî ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, ïðèâîäÿò ê
ãðîìîçäêèì âûêëàäêàì, è èõ ïðèãîäíîñòü íå ìîãëà áûòü ïîäòâåðæäåíà äëÿ ñêîëü-
íèáóäü çíà÷èòåëüíîãî êîëè÷åñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë. Îäíàêî ãëàâíàÿ ïðîáëåìà â òîì,
÷òî Ôåðìà è Ìåðñåíí íå ñìîãëè ïðåäîñòàâèòü äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ñâîèõ ãèïîòåç, è
ïîýòîìó èõ ôîðìóëû íå äàþò íè÷åãî íîâîãî äëÿ ïîíèìàíèÿ îñíîâ àðèôìåòèêè. Â
ñóùíîñòè, ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî èçáàâëÿåò íàñ îò íåîáõîäèìîñòè ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî ïðîâåðÿòü óòâåðæäåíèÿ, è ýòî ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî âàæíûì, êîãäà îáúåê-
òîì óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, íàïðèìåð ìíîæå-
ñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë.



2. Ñâÿçü ìåæäó ïðîñòûìè ÷èñëàìè è íàòóðàëüíûìè ëîãàðèô-
ìàìè

×òîáû ïðîäâèíóòüñÿ â ïîíèìàíèè ïðîñòûõ ÷èñåë, ïîòðåáîâàëèñü èíòóèöèÿ è ìà-
òåìàòè÷åñêîå ÷óòüå âåëè÷àéøåãî íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà Êàðëà Ãàóññà. Ãàóññ óæå â
âîçðàñòå òðåõ ëåò îáíàðóæèë íåáûâàëûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñïîñîáíîñòè, à â 10 ëåò ïî-
ðàçèë ñâîåãî ó÷èòåëÿ â ãèìíàçèè âû÷èñëåíèåì ñóììû 100 ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè {an} = 1, 2, 3, ... ≡ n. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû òåðïåëèâî ïðîñóììèðîâàòü âñå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 100, êàê ýòî íà÷àëè äåëàòü îñòàëüíûå ó÷åíèêè, Ãàóññ çà
ïîëìèíóòû íàïèñàë ôîðìóëó äëÿ ñóììû: S = N(N+1)/2, è, ïîäñòàâèâ â íåå çíà÷åíèå
N = 100, ïîëó÷èë òðåáóåìûé ðåçóëüòàò: S = 5050. Êàêîé ëîãèêîé ðóêîâîäñòâîâàëñÿ
äåñÿòèëåòíèé ìàòåìàòè÷åñêèé âóíäåðêèíä? Ðàññóæäåíèÿ áûëè î÷åíü ïðîñòûå. Åñëè
ïðåäñòàâèòü êàæäîå ÷èñëî ñîîòâåòñòâóþùèì êîëè÷åñòâîì çåðíûøåê, âûëîæåííûõ â
ðÿä íà÷èíàÿ îò ëåâîãî êðàÿ ñòðàíèöû, è ïîìåñòèòü ÷èñëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäíî
ïîä äðóãèì, òî ïîëó÷èòñÿ òðåóãîëüíèê. Åãî ïëîùàäü, î÷åâèäíî, è åñòü ñóììà àðèô-
ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, íî êàê íàéòè ýòó ïëîùàäü? Ãàóññ ïðåäëîæèë ê ïîëó÷åííîìó
òðåóãîëüíèêó äîáàâèòü òî÷íî òàêîé æå òðåóãîëüíèê òàê, ÷òîáû âìåñòå îíè îáðàçî-
âàëè ïðÿìîóãîëüíóþ ôèãóðó ñî ñòîðîíàìè N è N +1. Ïëîùàäü òàêîé ôèãóðû ðàâíà
N(N + 1), à çíà÷èò ñóììà N ýëåìåíòîâ ïðîãðåññèè åñòü S = N(N + 1)/2. Äàííàÿ
ôîðìóëà ïîëó÷åíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ N , è ïîýòîìó îíà ñïðàâåäëèâà äëÿ
âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Íåñêîëüêî ëåò ñïóñòÿ íà î÷åðåäíîé äåíü ðîæäåíèÿ Ãàóññ ïîëó÷èë îò îòöà ïîäàðîê
� âíîâü èçäàííûå òàáëèöû ëîãàðèôìîâ. Ïî èðîíèè ñóäüáû â ñàìîì êîíöå ýòîãî ñáîð-
íèêà áûëè ïðèâåäåíû òàêæå òàáëèöû èçâåñòíûõ ê òîìó âðåìåíè ïðîñòûõ ÷èñåë, ÷òî
ïîçâîëèëî Ãàóññó âïîñëåäñòâèè óñòàíîâèòü çàìå÷àòåëüíóþ ñâÿçü ìåæäó ïðîñòûìè
÷èñëàìè è ëîãàðèôìàìè. Îäíàêî äî ýòîãî ñóäüáîíîñíîãî îòêðûòèÿ äåâÿòíàäöàòè-
ëåòíèé ìàòåìàòèê äîêàçàë âàæíóþ òåîðåìó, êàñàþùóþñÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíûõ
ôèãóð íà ïëîñêîñòè ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè. È â ðåøåíèå ïîäîáíîé ãåîìåòðè-
÷åñêîé çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííîé åùå Åâêëèäîì, íåîæèäàííî âìåøàëèñü ïðîñòûå
÷èñëà. Ãàóññó óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî åñëè n-îå ÷èñëî Ôåðìà Fn = 22n

+1 � ïðîñòîå, òî
òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíî ïîñòðîèòü ïðàâèëüíûé Fn-óãîëüíèê, èñïîëüçóÿ òîëüêî öèð-
êóëü è ëèíåéêó. Ïî ìíåíèþ ñàìîãî Ôåðìà, âñå åãî ÷èñëà Fn äîëæíû áûëè áûòü
ïðîñòûìè, îäíàêî íà ñåãîäíÿøíèé äåíü óñòàíîâëåíà �ïðîñòîòà� òîëüêî ïåðâûõ ïÿòè
òàêèõ ÷èñåë ñ n = 0 ÷ 4. ×èñëà Ôåðìà î÷åíü áûñòðî âîçðàñòàþò ñ óâåëè÷åíèåì n,
òàê ÷òî óæå ïðè n = 5 Fn = 4294967297; ýòî ïåðâîå ÷èñëî Ôåðìà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
ñîñòàâíûì. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîäîáíîãî ðîäà ÷èñëà íå ìîãëè áûòü ïîäâåðãíóòû ïðîâåðêå
íà ïðîñòîòó ñðåäñòâàìè, äîñòóïíûìè â ñåðåäèíå XVII âåêà. Íàèáîëüøåå èçâåñòíîå íà
ñåãîäíÿøíèé äåíü ÷èñëî Ôåðìà, ÿâëÿþùååñÿ ïðîñòûì, åñòü F4 = 65537. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ òåîðåìîé, äîêàçàííîé Ãàóññîì, ìîæíî ïîñòðîèòü ïðàâèëüíûé 65537-óãîëüíèê
ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè, ïðàâäà âðÿä ëè êòî-íèáóäü êîãäà-íèáóäü çàõî÷åò ïîä-
âåðãíóòü ýòî óòâåðæäåíèå ïðàêòè÷åñêîé ïðîâåðêå.

Èçó÷àÿ òàáëèöû ïðîñòûõ ÷èñåë â êíèæêå ñ ëîãàðèôìàìè, Ãàóññ, êàê è ìíîãèå åãî
ïðåäøåñòâåííèêè, ïûòàëñÿ ðàçãëÿäåòü çàêîíîìåðíîñòü â ðàñïîëîæåíèè ýòèõ íåîáû÷-
íûõ ÷èñåë íà ÷èñëîâîé îñè. Ãåíèàëüíîñòü åãî äîãàäêè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïî-



ñìîòðåòü íà êàæóùóþñÿ áåçíàäåæíîé ïðîáëåìó ïîä äðóãèì óãëîì çðåíèÿ. Åñëè íå
óäàåòñÿ òî÷íî ïðåäñêàçàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ïðîñòûì,
òî, áûòü ìîæåò, ïîëó÷èòñÿ îöåíèòü, ñêîëüêî â ñðåäíåì ïðîñòûõ ÷èñåë íàõîäÿòñÿ íà
îòðåçêå [2, x] (çäåñü x � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî áîëüøå 2)? Ñëîâî �îöåíèòü�
â äàííîé ïîñòàíîâêå âîïðîñà ïðèíöèïèàëüíî, ïîñêîëüêó çíàíèå èñòèííîãî êîëè÷å-
ñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë íà îòðåçêå [2, x], êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì êàê π(x), ïîçâîëÿåò òî÷-
íî ñêàçàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî N ïðîñòûì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε ¿ 1 ôóíêöèÿ π(x) óâåëè÷èëàñü íà 1 ïðè ïåðåõîäå îò
x = N − ε ê x = N + ε (ò.å. π(N + ε) = 1 + π(N − ε)), òî ÷èñëî N � ïðîñòîå; åñëè
æå π(N + ε) = π(N − ε), òî N íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì è ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî íà
ìíîæèòåëè. Èìåííî òî÷íàÿ çàâèñèìîñòü π(x), èìåþùàÿ âèä ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè,
âñåãäà ñëóæèëà çàâåòíîé öåëüþ äëÿ ìàòåìàòèêîâ. È îöåíî÷íûé ïîäõîä Ãàóññà äàë
ïåðâîå ñóùåñòâåííîå ïðèáëèæåíèå ê ýòîé çàâèñèìîñòè.

Âûïèñûâàÿ êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë íà îòðåçêàõ [2, 102], [2, 103], [2, 104], [2, 105],
Ãàóññ òàêæå ïîñ÷èòàë, ñêîëüêî öåëûõ ÷èñåë â ñðåäíåì íóæíî ïðîïóñòèòü, ïðåæäå
÷åì ñðåäè íèõ ïîÿâèòñÿ ïðîñòîå ÷èñëî (èíûìè ñëîâàìè, îí íàøåë ñðåäíåå ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè, îñíîâûâàÿñü íà èìåâøèõñÿ òàáëèöàõ).
Ñäåëàòü ýòî äîâîëüíî ïðîñòî: äîñòàòî÷íî ïîäåëèòü êîëè÷åñòâî âñåõ ÷èñåë íà îòðåçêå
[2, N ], ðàâíîå N − 1, íà êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë π(N), íàõîäÿùèõñÿ íà ýòîì îò-
ðåçêå. Ïîñëåäíåå áûëî èçâåñòíî Ãàóññó èç òàáëèö ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèâåäåííûõ â åãî
êíèãå ïî ëîãàðèôìàì. Ãëÿäÿ íà ðåçóëüòàòû ñâîèõ âû÷èñëåíèé, Ãàóññ íå ìîã íå çàìå-
òèòü ïîòðÿñàþùóþ çàêîíîìåðíîñòü: ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû îòðåçêà N íà ïîðÿäîê,
ò.å. ïðè óâåëè÷åíèè ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè â âûðàæåíèè N = 10n íà åäèíèöó, ñðåäíåå
ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîñòûìè ÷èñëàìè âñå âðåìÿ óâåëè÷èâàåòñÿ íà ∆ = 2.3. Íî âåäü
ýòî â òî÷íîñòè íàïîìèíàåò ïîâåäåíèå ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïðè óâåëè÷åíèè
àðãóìåíòà íà ïîðÿäîê! Â ñàìîì äåëå, loga 10n = n · loga 10 ≡ n ·∆, ò.å. ñ óâåëè÷åíèåì
ïîêàçàòåëÿ n íà åäèíèöó ëîãàðèôì îò 10n êàæäûé ðàç óâåëè÷èâàåòñÿ íà îäíî è òî
æå ÷èñëî ∆ = loga 10. Ãàóññó îñòàâàëîñü òîëüêî íàéòè îñíîâàíèå ëîãàðèôìà a, êîòî-
ðîå áû äàâàëî çíà÷åíèå ∆ = 2.3. Èñïîëüçóÿ èìåâøèåñÿ ïîä ðóêîé ëîãàðèôìè÷åñêèå
òàáëèöû, îí áåç òðóäà óñòàíîâèë, ÷òî a = e = 2.7182... � çíàìåíèòîå ÷èñëî �e�.

Òàêèì îáðàçîì, ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïóòåì Ãàóññîì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñðåäíåå
ðàññòîÿíèå ρ(x) ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè â îêðåñòíîñòè ÷èñëà
x ðàâíî íàòóðàëüíîìó ëîãàðèôìó îò x: ρ(x) = ln x. Êàê íè âñïîìíèòü çäåñü ôðà-
çó äðåâíåãðå÷åñêîãî ôèëîñîôà Ãåðàêëèòà: �êîíöû ñõîäÿòñÿ�. . . Ïîä çîðêèì âçãëÿäîì
Ãàóññà ñëèëèñü âîåäèíî íà ïåðâûé âçãëÿä íèêàê íå ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé òàáëèöû
ëîãàðèôìîâ è ïðîñòûõ ÷èñåë. Ñàì àâòîð ýòîãî ïîòðÿñàþùåãî îòêðûòèÿ çàïèñàë òî-
ãäà â äíåâíèêå: �âû íå ïðåäñòàâëÿåòå, êàêàÿ íåîáûêíîâåííàÿ êðàñîòà ñîäåðæèòñÿ â
òàáëèöå ëîãàðèôìîâ!�

Ñëåäóþùèé øàã, êîòîðûé åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîñëåäîâàë çà ýòèì îòêðûòèåì,
çàêëþ÷àëñÿ â èñïîëüçîâàíèè ïðåäñêàçàíèÿ Ãàóññà îá èçìåíåíèè ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ïðîñòûìè ÷èñëàìè ïî ìåðå óãëóáëåíèÿ â ÷èñëîâûå äåáðè äëÿ îöåíêè èõ ñðåä-
íåãî êîëè÷åñòâà íà îòðåçêå [2, x]. Îáðàòíàÿ ê ρ(x) âåëè÷èíà q(x) åñòü âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî êàæäîå íîâîå èññëåäóåìîå íàìè ÷èñëî â îêðåñòíîñòè x áóäåò ïðîñòûì. Òî-
ãäà íà ìàëîì îòðåçêå äëèíîé dx áóäåò ðàñïîëàãàòüñÿ â ñðåäíåì q·dx ïðîñòûõ ÷èñåë. Â



ðåçóëüòàòå ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë íà îòðåçêå [2, x], îáîçíà÷åííîå Ãàóññîì
êàê Li(x), äàåòñÿ èíòåãðàëîì:

Li(x) =

x∫

2

q(ξ)dξ =

x∫

2

dξ

ln ξ
.

Ôóíêöèÿ Li(x) íîñèò íàçâàíèå ëîãàðèôìè÷åñêîãî èíòåãðàëà è äàåò äîâîëüíî íåïëî-
õîå ïðèáëèæåíèå ê èñòèííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë π(x). Ëîãàðèô-
ìè÷åñêèé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ â îáëàñòè äîñòóïíûõ íà-
øåìó ýêñïåðèìåíòàëüíîìó íàáëþäåíèþ ïðîñòûõ ÷èñåë âñåãäà ïðîõîäèò íåñêîëüêî
âûøå �ëåñòíèöû� π(x). Ïîñêîëüêó Ãàóññ íå ïðåäîñòàâèë êàêîãî-ëèáî ëîãè÷åñêîãî äî-
êàçàòåëüñòâà òîìó, ÷òî åãî èíòåãðàë äåéñòâèòåëüíî ïðèáëèæàåò èñòèííîå êîëè÷åñòâî
ïðîñòûõ ÷èñåë, ýòî óòâåðæäåíèå äîëãîå âðåìÿ èìåëî ñòàòóñ ãèïîòåçû. Òîëüêî ïîëâåêà
ñïóñòÿ íåìåöêèé ìàòåìàòèê Áåðíõàðä Ðèìàí äàë åìó ïåðâîå ñåðüåçíîå îáîñíîâàíèå.

3. Ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë è äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà

Ñâîþ äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ, óñïåøíî çàùèùåííóþ â 1851 ã., Ðèìàí ïîñâÿòèë
ðàçðàáîòêå òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êîìïëåêñíûå ÷èñëà
áûëè èçâåñòíû óæå äîâîëüíî äàâíî (ìíîãèå ìàòåìàòèêè, òåì íå ìåíåå, îòêàçûâàëèñü
èõ ïðèíèìàòü), ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî âîøëè â ìàòåìàòèêó ëèøü â 30-õ
ãîäàõ XIX âåêà. È ñðàçó æå îáíàðóæèëè ðÿä çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ, îäíèì èç êîòî-
ðûõ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷íîñòü. Ïðèìåíÿÿ àïïàðàò òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé,
ìàòåìàòèêè (çäåñü íåëüçÿ íå óïîìÿíóòü çàñëóãè Î. Êîøè) ñìîãëè ðåøèòü ìíîæåñòâî
äîñåëå íåðàçðåøèìûõ ïðîáëåì, ê ïðèìåðó íàéòè ïðåäåëüíûå çíà÷åíèå èíòåãðàëîâ
Ôðåíåëÿ: ∫ ∞

0
sin(x2)dx =

∫ ∞

0
cos(x2)dx =

1

2

√
π

2
.

Âàæíûì ñâîéñòâîì áîëüøèíñòâà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü èõ íà áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ â êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè. Òàê, Γ-ôóíêöèÿ Ýéëåðà (ïðèíèìàþùàÿ â öåëûõ òî÷êàõ çíà÷åíèå ôàê-
òîðèàëà) ââîäèòñÿ êàê èíòåãðàë

Γ(s) =
∫ ∞

0
e−xxs−1dx ,

îïðåäåëåííûé òîëüêî ïðè Re(s) > 0. Îäíàêî èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå

Γ(s)Γ(1− s) =
π

sin(πs)
,

êîòîðîå äîêàçûâàåòñÿ ñïåðâà äëÿ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé s ∈ (0, 1), ïîçâîëÿåò ïðî-
äîëæèòü åå íà âñþ îñòàâøóþñÿ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü s (ò.å. îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ
Γ(s) ïðè Re(s) 6 0).



Âäîõíîâëåííûé óñïåõàìè íîâîé òåîðèè, Ðèìàí ðåøèë ðàññìîòðåòü ââåäåííóþ åùå
Ýéëåðîì ôóíêöèþ

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns

êàê ôóíêöèþ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé s. Ïîñêîëüêó âõîäÿùèé â îïðåäåëåíèå ζ-
ôóíêöèè ðÿä ñõîäèòñÿ ëèøü ïðè Re(s) > 1, âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü àíàëèòè÷åñêè
ïðîäîëæèòü åå â îñòàâøóþñÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ýòî îêàçàëîñü âîçìîæ-
íûì â ñèëó ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

π−s/2 Γ
(

s

2

)
ζ(s) = π−

1−s
2 Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s) , (1)

ïîëó÷åííîãî Ðèìàíîì (äàííûé âûâîä çàíèìàåò âñåãî ïîë-ñòðàíèöû â çíàìåíèòîé
ðàáîòå �Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse� çà 1859 ã., è
ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì íåîáûêíîâåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíòóèöèè Ðèìàíà). Îíî íàïî-
ìèíàåò àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ Γ-ôóíêöèè è îáíàðóæèâàåò ñèììåòðèþ îáåèõ
÷àñòåé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé Re(s) = 1

2
. Èñïîëüçóÿ àïïàðàò òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèé, Ðèìàí óñòàíîâèë ðÿä ñâîéñòâ ζ-ôóíêöèè, äîîïðåäåëåííîé òàêèì ñïîñî-
áîì íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü (âïîñëåäñòâèè ýòà ôóíêöèÿ ïîëó÷èëà åãî èìÿ).
Îí îáíàðóæèë, ÷òî ζ(s) èìååò åäèíñòâåííûé ïîëþñ ïðè s = 1, ñîîòâåòñòâóþùèé
ñóììå ðàñõîäÿùåãîñÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà, à òàêæå íóëè ïðè öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ
s = −2, −4, ... (ýòè íóëè ñîîòâåòñòâóþò ïîëþñàì Γ-ôóíêöèè, è ïîýòîìó îíè áûëè
íàçâàíû òðèâèàëüíûìè).

Ñàìîå çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî, îäíàêî, ñêðûâàëîñü â îêðåñòíîñòè �ëèíèè ñèììåò-
ðèè� Re(s) = 1

2
äëÿ óðàâíåíèÿ (1). Îöåíî÷íûå âûêëàäêè ïîêàçàëè, ÷òî ζ-ôóíêöèÿ

èìååò ðÿä íóëåé íà äàííîé ïðÿìîé; ýòè íóëè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåí-
íîé îñè, à èõ ïîëîæåíèÿ íå âûðàæàþòñÿ â ÿâíîì âèäå (â îòëè÷èå îò òðèâèàëüíûõ
íóëåé), èç-çà ÷åãî îíè áûëè íàçâàíû íåòðèâèàëüíûìè íóëÿìè. Ðèìàí ïðåäïîëîæèë,
÷òî òàêèõ íóëåé ó ζ-ôóíêöèè áåñêîíå÷íî ìíîãî, è ÷òî âñå îíè ëåæàò ñòðîãî íà ïðÿ-
ìîé Re(s) = 1

2
, ïîëó÷èâøåé íàçâàíèå êðèòè÷åñêîé ëèíèè. Êàê ðàç ýòî óòâåðæäåíèå

è èçâåñòíî â ìàòåìàòèêå êàê ãèïîòåçà Ðèìàíà, è âîò óæå ïîëòîðà ñòîëåòèÿ îíî
ïðîòèâîñòîèò âñåì ïîïûòêàì åãî äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü. Èìåííî, îñòàåòñÿ íå
îïðîâåðãíóòîé âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî íàéäåòñÿ íåòðèâèàëüíûé íóëü, ëåæàùèé íå íà
êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé (òåì íå ìåíåå, áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñå íóëè îáÿçàíû íàõîäèòüñÿ
ãäå-òî â ïðåäåëàõ ïîëîñû 0 < Re(s) < 1). Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü äîêàçàíî ëèøü òî,
÷òî íà êðèòè÷åñêîé ëèíèè íàõîäèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî íåòðèâèàëüíûõ íóëåé, ïðè÷åì
îíè ñîñòàâëÿþò êàê ìèíèìóì 40 % îò èõ îáùåãî ÷èñëà, è ÷òî ñðåäè íåòðèâèàëüíûõ
íóëåé áåñêîíå÷íî ìíîãî èìåþò èððàöèîíàëüíóþ ìíèìóþ êîîðäèíàòó.

Êàêîâî çíà÷åíèå ζ-ôóíêöèè è åå íóëåé äëÿ òåîðèè ÷èñåë? Ïîèñòèíå îãðîìíîå.
Ìíîæåñòâî òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ ðåçóëüòàòîâ äîêàçûâàþòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè î ñïðà-
âåäëèâîñòè ãèïîòåçû Ðèìàíà. Ñèòóàöèÿ, êîãäà âñå íóëè ζ-ôóíêöèè ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, âûãëÿäèò íàèáîëåå �ãàðìîíè÷íîé� ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè. È íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ ëèøåíû êàêîé áû òî íè áûëî äîêàçàòåëüíîé ñèëû,
áîëüøèíñòâî ìàòåìàòèêîâ âåðÿò â ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû, ÷òî âïîëíå îáúÿñíèìî.



Ñ äðåâíèõ âðåìåí ó÷åíûå èíòóèòèâíî ïûòàëèñü ðàçãëÿäåòü â ïðèðîäå ïðîñòûå çàêî-
íîìåðíîñòè, íàéòè ïîðÿäîê, à íå õàîñ. Òàê Èîãàíí Êåïëåð ïðè èññëåäîâàíèè àñòðî-
íîìè÷åñêèõ òàáëèö èñõîäèë èç êàê ìîæíî áîëåå ïðîñòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ òðàåêòîðèé
ïëàíåò è â èòîãå ïðèøåë ê ýëëèïòè÷åñêèì îðáèòàì. Ñõîäíûì îáðàçîì Ýéíøòåéí ïðè
âûâîäå óðàâíåíèé îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè èñêàë íàèáîëåå ïðîñòóþ ñâÿçü
ìåæäó òåíçîðîì êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà è ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ.

Îäíàêî îñòàåòñÿ åùå îäèí âàæíûé âîïðîñ: ïîçâîëÿåò ëè ãèïîòåçà Ðèìàíà íàéòè
ïîëîæåíèÿ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ò.å. âûðàçèòü π(x) ÷åðåç èçâåñòíûå àíàëèòè÷åñêèå
ôóíêöèè (íå ñîäåðæàùèå ïðîñòûõ ÷èñåë)? È òóò ìàòåìàòèêà äàåò îòðèöàòåëüíûé
îòâåò. Ñîáñòâåííî, ýòîò âîïðîñ äî ñèõ ïîð ïðèâîäèò â íåäîóìåíèå ìíîãèõ ìàòåìàòè-
êîâ, ïîýòîìó çäåñü óìåñòíî ïðîÿñíèòü ñèòóàöèþ.

Ðåàëüíîñòü òàêîâà, ÷òî íàì óäàåòñÿ íàïèñàòü âûðàæåíèå íå äëÿ ñàìîé π(x), à äëÿ
�ìîäèôèöèðîâàííîé� ôóíêöèè

f(x) =
∞∑

n=1

π(x1/n)

n
≡ π(x) +

1

2
π(x1/2) +

1

3
π(x1/3) + ... ,

ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñóììó êîëè÷åñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë íà îòðåçêå [0, x] (ñîáñòâåííî
π(x)), ïîëîâèíû îò êîëè÷åñòâà êâàäðàòîâ ïðîñòûõ ÷èñåë, çàêëþ÷åííûõ íà òîì æå
îòðåçêå (1

2
π(x1/2)), òðåòè îò êîëè÷åñòâà êóáîâ ïðîñòûõ ÷èñåë è ò.ä. Ðèìàí ñóìåë

íàéòè ñâÿçü ìåæäó îïðåäåëåííîé òàêèì îáðàçîì ôóíêöèåé è ζ-ôóíêöèåé (äàííûé
âûâîä îïÿòü ÿâëÿåò ñîáîé ïðèìåð åãî ãåíèàëüíîé èíòóèöèè):

ln ζ(s)

s
=

∫ ∞

0
f(x)x−s−1dx .

Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà, îí âûðàçèë
f(x) ÷åðåç èçâåñòíûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè:

f(x) =
1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
ln ζ(s)

s
xsds ;

èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè s, ïåðåñåêàþùåé
âåùåñòâåííóþ îñü â òî÷êå a > 1. Ýòîò èíòåãðàë â êîíå÷íîì èòîãå ñâîäèòñÿ ê ñóììå
âû÷åòîâ ïî âñåì ïîëþñàì, ñîîòâåòñòâóþùèì íåòðèâèàëüíûì íóëÿì ζ-ôóíêöèè ρk,
÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

f(x) = Li(x)−∑
ρk

Li(xρk)− ln 2 +
∫ ∞

x

dξ

ξ(ξ2 − 1) ln ξ
, x > 2 . (2)

Ïðè âû÷èñëåíèè Li(xρk), ðàçóìååòñÿ, èñïîëüçóåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ëî-
ãàðèôìè÷åñêîãî èíòåãðàëà Li(z) â îáëàñòü êîìïëåêñíûõ z.

Èòàê, ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ïî óêàçàííûì âûøå ôîð-
ìóëàì. Íî ìîæíî ëè ïåðåéòè îò íåå îáðàòíî ê π(x), íå îïèðàÿñü íà çíàíèå ïðîñòûõ
÷èñåë? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåò, ïîñêîëüêó π(x) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç f(x) ïðåîáðàçîâàíè-
åì Ìåáèóñà:

π(x) =
∞∑

n=1

(−1)µ(n)f(x1/n)

n
,



â êîòîðîì µ(n) ñóòü êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé â íàòóðàëüíîì ÷èñëå n. Âîò
òàê ìàòåìàòèêà â î÷åðåäíîé ðàç îãðàíè÷èâàåò íàøå çíàíèå î ìèðå ïðîñòûõ ÷èñåë.
Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ áåç èñêëþ÷åíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ïîòðå-
áóþòñÿ åùå íå ñóùåñòâóþùèå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ìåòîäû. Èëè æå π(x) ñàìà ïî
ñåáå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôóíêöèåé, ïðèíöèïèàëüíî íå ïîä-
äàþùåéñÿ îïèñàíèþ â ñóùåñòâóþùåé ñèñòåìå àêñèîì ìàòåìàòèêè. Òàê ïîñòîÿííàÿ
Ïëàíêà } èëè ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ G íå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êàêèå-áû òî íè
áûëî ôèçè÷åñêèå êîíñòàíòû, à èõ çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî.

À ÷òî æå ãèïîòåçà Ðèìàíà? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíà ýêâèâàëåíòíà ëèøü óòâåðæäå-
íèþ êàñàòåëüíî àñèìïòîòèêè π(x) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà:

π(x) = Li(x) + O(
√

x ln x) , x →∞ .

Â òåîðèè ÷èñåë äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî âûðàæåíèå äàåò íàèáîëåå òî÷íóþ îöåíêó (èç
âñåõ âîçìîæíûõ) äëÿ ïîãðåøíîñòè ëîãàðèôìè÷åñêîãî èíòåãðàëà ïðè àïïðîêñèìàöèè
èì ôóíêöèè π(x). Îäíàêî ñ íàõîæäåíèåì ïîëîæåíèé âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë ãèïîòåçà
Ðèìàíà íèêàê íå ñâÿçàíà, è â ýòîì íóæíî îòäàâàòü ñåáå îò÷åò. Çäåñü óìåñòíî çàìå-
òèòü, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ëîãàðèôìè÷åñêîãî èíòåãðàëà, îïðåäåëÿåìàÿ
êàê

∆(x) =
π(x)− Li(x)

x
,

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x → ∞ âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, âåðíà ãèïîòåçà Ðèìàíà
èëè íåò. Äàííîå óòâåðæäåíèå íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû î ïðîñòûõ ÷èñëàõ ; îíî áûëî
âïåðâûå äîêàçàíî Àäàìàðîì è Ïóàññîíîì â 1896 ã. ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïëåêñíîãî
àíàëèçà (áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î âåðíîñòè ãèïîòåçû Ðèìàíà). Â 1949 ã. íîðâåæñêèì ìà-
òåìàòèêîì À. Ñåëáåðãîì áûëî ïîëó÷åíî äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî, îãðàíè÷èâàþùååñÿ
ëèøü ñðåäñòâàìè ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû.

Ôîðìóëà (2), íåñìîòðÿ íà åå áåññìûñëåííîñòü ñ òî÷êè çðåíèÿ íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî
çàêîíà â ðàñïðåäåëåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë, äàåò êîñâåííûé àðãóìåíò â ïîëüçó òîãî, ÷òî
âñå íåòðèâèàëüíûå íóëè ζ-ôóíêöèè ρk äîëæíû ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé. Â ñàìîì
äåëå, ïîêàçàòåëü ðîñòà k-îé ãàðìîíèêè Li(xρk) èç ðÿäà, âõîäÿùåãî â (2), îïðåäåëÿåò-
ñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ íóëÿ ρk. Åñëè ýòè âåùåñòâåííûå ÷àñòè ðàçëè÷íû (ò.å. íå âñå
íóëè ëåæàò íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé), òî ãàðìîíèêè áóäóò äàâàòü ðàçëè÷íûé âêëàä â
ñóììó â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ x, ÷òî íå âÿæåòñÿ ñ ôèçè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé
èíòóèöèåé. Â ôèçèêå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ, êîãäà ãàðìîíèêè ðÿäà äàþò
îäèíàêîâûé âêëàä âíå çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà, ò.å. â îáùåé �ñèìôîíèè�
ñëûøíû âñå èíñòðóìåíòû (íè îäèí èç íèõ íå âûäåëÿåòñÿ).2) Ñõîäíûì îáðàçîì, â
�ìóçûêå� ïðîñòûõ ÷èñåë âêëàä êàæäîãî íóëÿ ζ-ôóíêöèè ñðîäíè çâóêó íîâîãî èí-
ñòðóìåíòà, è âûäåëÿòü (èëè çàãëóøàòü) êàêèå-ëèáî èíñòðóìåíòû íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ðàçóìíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ óñòðîéñòâà ïðèðîäû.

2) Äàííûé ôàêò ñâÿçàí ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ìíîãèå ôèçè÷åñêèå ïðîáëåìû ñâîäÿòñÿ ê
êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Ó òàêîãî îïåðàòîðà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
âåùåñòâåííûå, è îíè îáû÷íî èãðàþò ðîëü ÷àñòîò â ãàðìîíèêàõ, èç êîòîðûõ ñîñòîèò îáùåå ðåøå-
íèå. Â èòîãå âñå ãàðìîíèêè èìåþò îäèíàêîâûé ïîêàçàòåëü ðîñòà, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå íóëåâîé, è
îòäåëüíûå èç íèõ íå âûäåëÿþòñÿ èç îáùåé êàðòèíû.



Ïîäîáíûå àðãóìåíòû, òåì íå ìåíåå, ëèøåíû äîêàçàòåëüíîé ñèëû. Ñòðîãîå îáîñíî-
âàíèå ãèïîòåçû Ðèìàíà òàê è îñòàåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé, ðàâíî êàê è íàõîæäåíèå
òî÷íîãî çàêîíà â ðàñïðåäåëåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë π(x).

Çàêëþ÷åíèå

Òåîðèÿ ÷èñåë � ïîèñòèíå óâëåêàòåëüíàÿ ãëàâà â èñòîðèè íàóêè. Çàðîäèâøèñü åùå âî
âðåìåíà àíòè÷íîñòè, îíà è ïî ñåé äåíü îáíàðóæèâàåò â ñåáå íåðåøåííûå ïðîáëåìû. Â
öåíòðå åå âíèìàíèÿ � ïðîñòûå ÷èñëà, àòîìû àðèôìåòèêè, êîòîðûå ðàñïðåäåëåíû íà
÷èñëîâîé îñè ïî íåêîòîðîìó çàêîíó π(x). Ïîèñêîì ýòîãî çàêîíà çàíèìàëèñü ìàòåìà-
òèêè èç ðàçíûõ ñòðàí è â ðàçíûå èñòîðè÷åñêèå ýïîõè, îäíàêî ïåðâûå ñóùåñòâåííûå
ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ëèøü â XIX âåêå. Íàáëþäàòåëüíîñòü âåëèêîãî íåìåöêî-
ãî ìàòåìàòèêà Êàðëà Ãàóññà ïîçâîëèëà åìó ýìïèðè÷åñêèì ïóòåì óñòàíîâèòü ñâÿçü
ìåæäó ðàñïðåäåëåíèåì ïðîñòûõ ÷èñåë è íàòóðàëüíûìè ëîãàðèôìàìè.

Ïîëâåêà ñïóñòÿ Áåðíõàðä Ðèìàí áëàãîäàðÿ ñâîåé íåîáû÷àéíîé èíòóèöèè, à òàê-
æå ãëóáîêîìó çíàíèþ òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (ðàçðàáîòàííîé âî ìíîãîì åãî
óñèëèÿìè), ñóìåë ïîäâåñòè ïîä óòâåðæäåíèÿ Ãàóññà äîêàçàòåëüíóþ îñíîâó. Áîëåå
òîãî, Ðèìàí ïðîäâèíóëñÿ åùå äàëüøå è ñäåëàë ïîïûòêó ïåðåéòè îò îöåíî÷íîé ôóíê-
öèè Ãàóññà ê òî÷íîé ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ äàâàëà áû ïîëîæåíèÿ âñåõ áåç
èñêëþ÷åíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïîïûòêà ýòà ïîòåðïåëà íåóäà÷ó, õîòÿ ïîëó÷åííûå Ðè-
ìàíîì ôîðìóëû íàìíîãî ïðèáëèçèëè íàñ ê ïîíèìàíèþ òîãî, êàê âåäóò ñåáÿ ïðîñòûå
÷èñëà. Ðàñïðåäåëåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë îáíàðóæèëî àíàëîãèþ ñ íåêîé �ñèìôîíèåé�, ãäå
çâóê êàæäîãî èíñòðóìåíòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âêëàä îò î÷åðåäíîãî íóëÿ ζ-ôóíêöèè
� öåíòðàëüíîãî îáúåêòà â ðàññóæäåíèÿõ Ðèìàíà. Ïîïóòíî Ðèìàí âûäâèíóë ãèïîòåçó
îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ íóëåé ζ-ôóíêöèè, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî âñå îíè ðàñïîëàãàþòñÿ
íà îäíîé ïðÿìîé. Äàííàÿ ãèïîòåçà âïîñëåäñòâèè ïîëó÷èëà åãî èìÿ, è âîò óæå ïîëòî-
ðà âåêà îíà ïðîòèâîñòîèò âñåì ïîïûòêàì åå äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü. Ïî èðîíèè
ñóäüáû ãèïîòåçà Ðèìàíà îêàçàëàñü ÷ðåçâû÷àéíî ïëîäîòâîðíîé äëÿ òåîðèè ÷èñåë â
öåëîì; ìíîãèå òåîðåòèêî-÷èñëîâûå ðåçóëüòàòû áûëè äîêàçàíû ëèøü â ïðåäïîëîæå-
íèè îá èñòèííîñòè äàííîé ãèïîòåçû.

Ïîïûòêè äîêàçàòü ãèïîòåçó Ðèìàíà óæå äàëè íåïëîõîé óðîæàé, è ìîæíî òîëüêî
äîãàäûâàòüñÿ, ñêîëüêî âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ åùå áóäåò ïîëó÷åíî íà ïóòè ê åå äîêàçà-
òåëüñòâó. Îäíàêî åñòü âåðîÿòíîñòü, ÷òî òàêîå äîêàçàòåëüñòâî ñàìî ïî ñåáå íåâîçìîæ-
íî â ðàìêàõ ñóùåñòâóþùåé ñèñòåìû àêñèîì ìàòåìàòèêè � îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóåò
òåîðåìà Ãåäåëÿ. Áîëåå òîãî, íàõîæäåíèå óíèâåðñàëüíîãî çàêîíà äëÿ âñåõ ïðîñòûõ
÷èñåë (÷òî íàïðÿìóþ íèêàê íå ñâÿçàíî ñ ãèïîòåçîé Ðèìàíà) òîæå ìîæåò îêàçàòüñÿ
íåâîçìîæíûì ïðè ñóùåñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäàõ. Â êîíå÷íîì èòîãå ïðî-
ñòûå ÷èñëà ìîãóò îêàçàòüñÿ ïðîñòî ôóíäàìåíòàëüíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè êîíñòàíòà-
ìè, íå ïîääàþùèìèñÿ âûðàæåíèþ ÷åðåç äðóãèå îáúåêòû, ñðîäíè ôóíäàìåíòàëüíûì
ôèçè÷åñêèì ïîñòîÿííûì. Òàê òåîðèÿ ÷èñåë îòñûëàåò íàñ ê ôèëîñîôèè, è â ïåðâóþ
î÷åðåäü ê ôèëîñîôèè ïîçíàíèÿ.
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