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Ïðåäèñëîâèå

Çàäà÷è ñ ïîäðîáíûìè ðåøåíèÿìè, âêëþ÷åííûå â íàñòîÿùåå ïîñî-
áèå, â òå÷åíèå ðÿäà ëåò ðàññìàòðèâàëèñü íà ñåìèíàðàõ ñî ñòóäåí-
òàìè Ôàêóëüòåòà àýðîìåõàíèêè è ëåòàòåëüíîé òåõíèêè ÌÔÒÈ.
Àâòîðû ïîñòàâèëè ñåáå öåëüþ â ïðîñòîé è óâëåêàòåëüíîé ôîðìå
ðàññêàçàòü î ðàçëè÷íûõ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ, ïðîèñ-
õîäÿùèõ â àòìîñôåðå è èîíîñôåðå Çåìëè. Ê òàêèì ÿâëåíèÿì â
ïåðâóþ î÷åðåäü ìîæíî îòíåñòè ðàññåÿíèå ñîëíå÷íîãî ñâåòà â àò-
ìîñôåðå, ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â èîíîñôåðå,
à òàêæå äâèæåíèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñîëíå÷íîãî âåòðà â ìàã-
íèòíîì ïîëå Çåìëè; êàæäîé èç ýòèõ òðåõ êàòåãîðèé ïîñâÿùåíà
îòäåëüíàÿ ãëàâà ïîñîáèÿ (ñîîòâåòñòâåííî âòîðàÿ, òðåòüÿ è ÷åò-
âåðòàÿ).

Òåì íå ìåíåå äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ èçëàãàåìîãî â îñíîâíîé
÷àñòè ïîñîáèÿ ìàòåðèàëà òðåáóåòñÿ çíàêîìñòâî ñ îáùèìè ýëåêòðî-
äèíàìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëüíîé ñðåäû. Èìåííî ïî ýòîé
ïðè÷èíå â ñàìîì íà÷àëå ïîñîáèÿ ìû ïîìåñòèëè òðè ôóíäàìåí-
òàëüíûå çàäà÷è, âûäåëåííûå â îòäåëüíóþ ãëàâó. Ïåðâàÿ çàäà÷à
ïîñâÿùåíà ôîðìóëå Äðóäå, êîòîðàÿ äàåò íåïëîõóþ ìîäåëü çàâè-
ñèìîñòè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè è ïðîâîäèìîñòè ëþáîé
ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñðåäû îò ÷àñòîòû äåéñòâóþùåãî íà íåå ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ. Âòîðàÿ çàäà÷à îõâàòûâàåò øèðîêèé êðóã âîïðî-
ñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðîíèêíîâåíèåì ïåðåìåííîãî ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò â ïðîâîäíèê (ñêèí-ýôôåêò). Ïîäîá-
íûé ìàòåðèàë î÷åíü âàæåí äëÿ ñèñòåìàòèçàöèè ïðåäñòàâëåíèé
î âñåâîçìîæíûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ, èñïîëüçóåìûõ ïðè òåîðå-
òè÷åñêîì îïèñàíèè ýëåêòðîäèíàìèêè ïðîâîäíèêà (íàïðèìåð, êâà-
çèñòàöèîíàðíîå ïðèáëèæåíèå, âûñîêî÷àñòîòíîå ïðèáëèæåíèå è

4



Ïðåäèñëîâèå 5

ò.ä.). Íàêîíåö, â òðåòüåé çàäà÷å âûâîäèòñÿ ôîðìóëà Äåáàÿ äëÿ ÷à-
ñòîòíîé äèñïåðñèè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ïîëÿðíûõ äè-
ýëåêòðèêîâ â ïåðåìåííûõ ïîëÿõ. Ðåëàêñàöèÿ ïîëÿðíûõ ìîëåêóë
â èçìåíÿþùåìñÿ ñî âðåìåíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå òåñíî ñâÿçàíà ñ
ïðèíöèïîì ïðè÷èííîñòè, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèì èç ôîðìó-
ëû Äåáàÿ. Ñòóäåíòàì, íåñîìíåííî, áóäåò ïîëåçåí è ïðèâëåêàåìûé
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèíöèïà ïðè÷èííîñòè ìàòåìàòè÷åñêèé àïïà-
ðàò (ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå).

×òîáû óâåðåííî ÷èòàòü ìàòåðèàë ïîñîáèÿ, íåîáõîäèìî çíàòü
îñíîâû òåîðèè ýëåêòðè÷åñòâà è ìàãíåòèçìà â îáúåìå êóðñà îáùåé
ôèçèêè, à òàêæå ñòàíäàðòíûé êóðñ âûñøåé ìàòåìàòèêè. Â õî-
äå ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñêðûâàþòñÿ ìåòîäè÷åñêèå ïðèåìû, êîòîðûìè
îáû÷íî ïîëüçóþòñÿ òåîðåòèêè äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàãëÿäíûõ ðåçóëü-
òàòîâ. Òàêàÿ ôîðìà ïîñîáèÿ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ
çíàêîìñòâà ñ ïðåäìåòîì òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè íà òðåòüåì êóðñå
èíñòèòóòà.

Â çàäà÷àõ òðåõ îñíîâíûõ ãëàâ ïîñîáèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàç-
ëè÷íûå ñòîðîíû îäíîé îáùåé òåìû, ïðè÷åì äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåò-
íîé çàäà÷è, êàê ïðàâèëî, íå òðåáóåòñÿ çíàòü ðåøåíèå ïðåäûäóùèõ
çàäà÷. Àâòîðû îòäàþò ñåáå îò÷åò, ÷òî ïðè èçáðàííîì èìè ñòè-
ëå ïîäà÷è ìàòåðèàëà ìîãóò âîçíèêíóòü îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè,
òàê êàê çà÷àñòóþ îò ÷èòàòåëÿ òðåáóþòñÿ ïîçíàíèÿ ñàìîãî ðàçíîãî
óðîâíÿ ñëîæíîñòè. Íå âñå óòâåðæäåíèÿ îáîñíîâûâàþòñÿ ñòðîãî;
îòäåëüíûå èç íèõ ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ñòóäåíòó äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíî-
ãî äîêàçàòåëüñòâà íà îñíîâå åãî çíàíèé â îáùåé ôèçèêå, ÷òî íà-
ïðàâëåíî íà ðàçâèòèå ôèçè÷åñêîé èíòóèöèè. Íàèáîëåå ñëîæíûå
âûâîäû äàþòñÿ ïîëíîñòüþ.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî àêöåíò ïðè âûáîðå çàäà÷ áûë ñäåëàí íà ýëåê-
òðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ñâîéñòâàõ àòìîñôåðû è èîíîñôåðû â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ïðîôèëåì Ôàêóëüòåòà àýðîìåõàíèêè è ëåòàòåëüíîé
òåõíèêè ÌÔÒÈ. Ìàòåðèàë ïîñîáèÿ ìîæåò áûòü ïîëåçåí äëÿ ðàñ-
øèðåíèÿ êðóãîçîðà ó ñòóäåíòîâ, êîòîðûå â ñâîåé ñïåöèàëüíîñòè
èìåþò äåëî ñ ôèçèêîé àòìîñôåðû. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðèâîäÿòñÿ
÷èñëîâûå îöåíêè è ïðèìåðû, ïîçâîëÿþùèå íàãëÿäíåå èíòåðïðåòè-
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ðîâàòü òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû. Â ïîñîáèè èñïîëüçîâàëàñü ñè-
ñòåìà åäèíèö CGSE.

Àâòîðû õîòÿò âûðàçèòü îñîáóþ áëàãîäàðíîñòü Â.Ë. Þìàøåâó
çà ïîìîùü â îôîðìëåíèè ïîñîáèÿ â ñèñòåìå LATEX, à òàêæå Å.Â.
Þìàøåâîé, êîòîðàÿ äàëà ðÿä ïîëåçíûõ ñîâåòîâ ïî ëèòåðàòóðíîìó
îôîðìëåíèþ ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ.

Ìîñêâà-Ìàí÷åñòåð, äåêàáðü 2005.



Ãëàâà 1

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â âåùåñòâå

Çàäà÷à 1. Ôîðìóëû Äðóäå äëÿ ïðîâîäèìîñòè è äèýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ïðîâîäíèêà.
Ïîëó÷èòü ôîðìóëó Äðóäå äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè
ñðåäû íà ÷àñòîòå ω, ñîçäàâàåìîé ñâîáîäíûìè è ñâÿçàííûìè ýëåê-
òðîíàìè. ×àñòîòà ñòîëêíîâåíèé ýëåêòðîíîâ ñ äðóãèìè îáúåê-
òàìè (ôîíîíàìè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, äðóãèìè ýëåêòðî-
íàìè, ïðèìåñíûìè öåíòðàìè, èîíàìè â ãàçå è ò.ï.) ðàâíà ν.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñâÿçàííîãî â àòîìå èëè ìîëåêóëå
ýëåêòðîíà ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñ íàïðÿ-
æåííîñòüþ E(t) = E0 exp(−iωt), íàïðàâëåííîãî äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè âäîëü îñè x, èìååò âèä

mẍ = −mω2
kx−mνẋ− eE0 exp(−iωt) . (1.1)

Çäåñü ωk � ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ýëåêòðîíà â àòîìå (èëè
ìîëåêóëå), m, e � ìàññà è çàðÿä ýëåêòðîíà. Äâèæåíèå ñâîáîäíîãî
ýëåêòðîíà òàêæå ïîä÷èíÿåòñÿ ýòîìó óðàâíåíèþ, åñëè ïîëîæèòü
ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó ωk ðàâíîé íóëþ. Ñèëà òðåíèÿ mνẋ îáóñëîâ-
ëåíà ñòîëêíîâåíèÿìè ýëåêòðîíà ñ äðóãèìè îáúåêòàìè, çàìåäëÿ-
þùèìè åãî óñêîðåíèå âî âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ïðè äâè-
æåíèè â âåùåñòâå. Êàæäîå ñòîëêíîâåíèå ïðèâîäèò ê ðàññåÿíèþ
ýëåêòðîíà èç ðàçãîíÿåìîãî ïîëåì ïó÷êà; â ãðóáîì ïðèáëèæåíèè
òåðÿåìûé ýëåêòðîíîì èìïóëüñ â ñðåäíåì ñîñòàâëÿåò mẋ, è äëÿ ñè-
ëû òðåíèÿ (èìïóëüñà, òåðÿåìîãî â åäèíèöó âðåìåíè) ïîëó÷àåòñÿ
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âûðàæåíèå mνẋ. Âåëè÷èíà τ = 1/ν ñóòü âðåìÿ ìåæäó äâóìÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíûìè ñòîëêíîâåíèÿìè ýëåêòðîíà. Òî îáñòîÿòåëüñòâî,
÷òî äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà èñïîëüçóþòñÿ çàêîíû íüþ-
òîíîâñêîé, à íå êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ÿâëÿåòñÿ îòëè÷èòåëüíîé ÷åð-
òîé êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Òåì íå ìåíåå
ïîäîáíûé ïîäõîä äàåò êà÷åñòâåííî âåðíûå ðåçóëüòàòû.

Âûíóæäåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) åñòü x = x0e
−iωt, ãäå

x0 =
eE0

m(ω2 − ω2
k + iνω)

.

Èíäóöèðîâàííûé äèïîëüíûé ìîìåíò, ñîçäàâàåìûé ýëåêòðîíîì,
òàêèì îáðàçîì, ðàâåí

p(t) = −ex(t) = − e2E(t)
m(ω2 − ω2

k + iνω)
. (1.2)

Óìíîæàÿ (1.2) íà êîíöåíòðàöèþ ýëåêòðîíîâ ne è ïðîèçâîäÿ ñóì-
ìèðîâàíèå ïî âñåì ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì ñâÿçàííîãî äâèæåíèÿ,
ïîëó÷èì ïîëÿðèçàöèþ ñðåäû:

P (t) = −nee
2E(t)
m

∑

k

fk

(ω2 − ω2
k + iνω)

.

Âåëè÷èíà fk íàçûâàåòñÿ ñèëîé k-ãî îñöèëëÿòîðà. Ïîñêîëüêó ýëåê-
òðè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïîëÿ íà äàííîé ÷àñòîòå
ñîñòàâëÿåò

D = E + 4πP = ε(ω)E , 1)

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îáùåìó âûðàæåíèþ äëÿ ÷àñòîòíîé äèñ-
ïåðñèè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ε(ω), êîòîðîå è íàçûâà-
þò ôîðìóëîé Äðóäå (P. Drude, 1900):

ε(ω) = 1− ω2
p

∑

k

fk

(ω2 − ω2
k + iνω)

. (1.3)

1)Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ îïðåäåëåíèåì äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè-
öàåìîñòè ñïëîøíîé ñðåäû.



Ïðîâîäèìîñòü è äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïðîâîäíèêà 9

Çäåñü ìû îïðåäåëèëè òàê íàçûâàåìóþ ïëàçìåííóþ ÷àñòîòó

ωp =

√
4πnee2

m
.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ (1.3) íåò ðàçëè÷èÿ ìåæ-
äó ïðîâîäÿùåé ñðåäîé è äèýëåêòðè÷åñêîé. Åñëè ïîëÿðèçàöèÿ ñðå-
äû ñîçäàåòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî ñâîáîäíûìè ýëåêòðîíàìè, òî âñå
ωk = 0, è ôîðìóëà Äðóäå ïðèîáðåòàåò áîëåå ïðîñòîé âèä:

ε(ω) = 1− ω2
p

ω(ω + iν)
. (1.4)

Â ýòîì âèäå îíà èñïîëüçóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷å 4. Òàêàÿ ôîð-
ìóëà ïðèìåíèìà â áîëüøåé ñòåïåíè ê ïðîâîäíèêàì.

Ôîðìóëà Äðóäå ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü ïðîâîäèìî-
ñòè ìåòàëëà σ îò ÷àñòîòû âíåøíåãî ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïîëÿ
E(t) = E0 exp(−iωt). Çàïèñûâàÿ âòîðîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà â
äâóõ ôîðìàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäñòàâëåíèþ âåùåñòâà êàê ìå-
òàëëà è êàê äèýëåêòðèêà, è ïðåíåáðåãàÿ âêëàäîì ñâÿçàííûõ ýëåê-
òðîíîâ â ïîëÿðèçàöèþ, èìååì

rotH =
4πσ(ω)

c
E +

1
c

∂E
∂t

≡ 1
c

∂D
∂t

=
ε(ω)

c

∂E
∂t

. 2)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (1.4) äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå-
ìîñòè íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ ïðîâîäèìîñòè ìåòàëëà íà äàííîé
÷àñòîòå:

4π

c
σ(ω)− i

ω

c
= −i

ω

c

(
1− ω2

p

ω(ω + iν)

)
.

Ïîñëå óïðîùåíèé îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ôîðìóëó, òàêæå íàçû-
âàåìóþ ôîðìóëîé Äðóäå:

σ(ω) =
σ0

1− iωτ
, (1.5)

2)Âûðàæåíèå j = σ(ω)E ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñòàòè÷åñêîãî çàêîíà Îìà íà
ñëó÷àé ïåðåìåííûõ ïîëåé. Îíî, ïî ñóòè äåëà, ñâÿçûâàåò íå ñàìè ïëîòíîñòü
òîêà è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ êàê ôóíêöèè âðåìåíè, à èõôóðüå-
êîìïîíåíòû. Ïîäðîáíåå îá ýòîì ñì. â êîíöå çàäà÷è 3.
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ãäå τ = 1/ν. Çäåñü ìû ââåëè â ðàññìîòðåíèå ñòàòè÷åñêóþ ïðîâî-
äèìîñòü

σ0 =
nee

2τ

m
=

ω2
pτ

4π
,

êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé âðåìåíè ñâîáîäíîãî ïðî-
áåãà ýëåêòðîíîâ è èõ êîíöåíòðàöèè â ïðîâîäíèêå. Â íèçêî÷àñòîò-
íîì ïðåäåëå ωτ ¿ 1 (ω ¿ ν) ïðîâîäèìîñòü ìåòàëëà áëèçêà ê
ñòàòè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè è â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ÿâëÿåòñÿ âå-
ùåñòâåííîé. Íàïðîòèâ, â âûñîêî÷àñòîòíîì ïðåäåëå ωτ À 1 ïðî-
âîäèìîñòü ìåòàëëà ñòàíîâèòñÿ ÷èñòî ìíèìîé:

σ(ω) = i
σ0

ωτ
= i

ω2
p

4πω
(1.6)

è ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò τ , à îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ýëåêòðîííîé êîí-
öåíòðàöèåé, âõîäÿùåé â ωp. Ê ïðèìåðó, äëÿ ìåäè ïðè êîìíàòíîé
òåìïåðàòóðå τ = 2.7 · 10−14 ñ, òàê ÷òî ôîðìóëà (1.6) íà÷èíàåò
ðàáîòàòü óæå ñ ÷àñòîò âèäèìîãî äèàïàçîíà.

Âåðíåìñÿ, îäíàêî, ê äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ìåòàëëà.
Ñòàòè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü σ0 è ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà ωp � âåëè÷è-
íû, èçìåðÿåìûå ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî âûðà-
çèòü ε(ω) ÷åðåç íèõ. Ïîäñòàâëÿÿ ñâÿçü, âûòåêàþùóþ èç îïðåäåëå-
íèÿ σ0, â îáùåå âûðàæåíèå (1.4), íàõîäèì

ε(ω) = 1− 1
(ω/ωp)2 + iω/4πσ0

.

Ôîðìóëà (1.4) óïðîùàåòñÿ â íèçêî÷àñòîòíîì ïðåäåëå ω ¿ ν (ò.å.
4πσ0ω ¿ ω2

p):

ε(ω) = 1 + i
4πσ0

ω
.

Ñîîòíîøåíèå âåëè÷èí σ0 è ω ïðè ýòîì ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì.
Äàííûé ïðåäåë îáåñïå÷èâàåò ïðèìåíèìîñòü ñòàòè÷åñêîãî çàêîíà
Îìà j(t) = σ0E(t) äëÿ òîêà ïðîâîäèìîñòè. Óïðîùåíèå ôîðìóëû
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(1.4) èìååò ìåñòî òàêæå è â ïðîòèâîïîëîæíîì âûñîêî÷àñòîòíîì
ïðåäåëå ω À ν:

ε(ω) = 1−
(ωp

ω

)2
.

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÷àñòîòàìè ω è ωp âíîâü ìîæåò áûòü ïðîèç-
âîëüíûì.

Îòìåòèì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî êîìïëåêñíûå èëè îòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñîîòâåòñòâóþò íàëè-
÷èþ ïîãëîùåíèÿ ïîëÿ â ñðåäå. Ïîäðîáíåå îá ýòîì íàïèñàíî â çà-
äà÷å 2.

Çàäà÷à 2. Çàòóõàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, ïðîíèêà-
þùåé â ïðîâîäíèê (ñêèí-ýôôåêò).
Ðàññìîòðåòü çàòóõàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè íîðìàëü-
íîì ïàäåíèè ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà
ïîâåðõíîñòü ìåòàëëà (ñêèí-ýôôåêò).

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ε(ω) äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàå-
ìîñòü ìåòàëëà è çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ïîëÿ âíóòðè
íåãî: 3)

rotH =
ε(ω)

c

∂E
∂t

; rotE = −1
c

∂H
∂t

; divH = divE = 0 . (2.1)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âîëíîâîé âåêòîð k ýëåêòðîìàãíèòíîé âîë-

Ðèñ. 1

3)Ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå.
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íû íàïðàâëåí ïî îñè z, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ ê ïîâåðõíî-
ñòè; ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ z îòñ÷èòûâàþòñÿ âãëóáü ìåòàëëà
(ðèñ. 1). Âåêòîðû E è H ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè ðàçäåëà äâóõ
ñðåä. Äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì rot íà ïåðâîå óðàâíåíèå è ïîäñòàâëÿÿ
ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå èç âòîðîãî, ïîëó÷àåì çàìêíóòîå óðàâíåíèå
äëÿ èçìåíåíèÿ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ H âäîëü îñè z:

∂2H

∂z2
=

ε

c2

∂2H

∂t2
= −(ε′ + iε′′)ω2

c2
H ,

ãäå ε = ε′ + iε′′. Åãî ðåøåíèå, çàòóõàþùåå âãëóáü ìåòàëëà (z > 0),
èìååò âèä

H(z, t) = Hin exp(ik′z − iωt) exp(−k′′z) , k′′ > 0 .

Çäåñü ìû ââåëè êîìïëåêñíîå âîëíîâîå ÷èñëî

k = k′ + ik′′ =
ω

c

√
ε′ + iε′′ .

Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïðîíèêàåò â ìåòàëë íà
íåáîëüøóþ ãëóáèíó, íàçûâàåìóþ ñêèí-ñëîåì; åãî õàðàêòåðíàÿ
òîëùèíà, î÷åâèäíî, ñîñòàâëÿåò δ = 1/k′′. Â ðàìêàõ ìîäåëè Äðó-
äå äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ìåòàëëà ðàâíà (ñì. ôîðìóëó
(1.4) ïðåäûäóùåé çàäà÷è)

ε(ω) = 1− ω2
p(ω − iν)

ω(ω2 + ν2)
,

ãäå ν � ÷àñòîòà ñòîëêíîâåíèé ýëåêòðîíà ñ ðàçëè÷íûìè îáúåêòàìè
(äðóãèìè ýëåêòðîíàìè, ôîíîíàìè è ò.ä.). Çíà÷èò,

ε′(ω) = 1− ω2
p

ω2 + ν2
, ε′′(ω) =

νω2
p

ω(ω2 + ν2)
. (2.2)

Îáùèå âûðàæåíèÿ äëÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé âîëíîâîãî
÷èñëà k ∼ √

ε ïîëó÷àþòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêèìè, ïîýòîìó îñòà-
íîâèìñÿ òîëüêî íà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ íèçêèõ è âûñîêèõ
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÷àñòîò ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ðàññìîòðåííûõ â êîíöå ðåøåíèÿ
çàäà÷è 1. Ãëóáèíà ñêèí-ñëîÿ ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíè-
ÿìè ìåæäó òðåìÿ âåëè÷èíàìè: ω, ωp è ν.

1. Â íèçêî÷àñòîòíîì ïðåäåëå ω ¿ ν = ω2
p/4πσ0 (σ0 � ñòàòè-

÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü ìåòàëëà) èìååì

ε′(ω) = 1−
(

4πσ0

ωp

)2

, ε′′(ω) =
4πσ0

ω
.

Ñîîòíîøåíèå âåëè÷èí σ0 è ω ïðè ýòîì ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì.
Ïðè σ0 ¿ ω ñ ó÷åòîì ω ¿ ν ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà σ0 ¿ ωp (ïëîõàÿ
ïðîâîäèìîñòü). Â òàêîì ñëó÷àå

k′ = ω/c , k′′ = 2πσ0/c ,

è ãëóáèíà ñêèí-ñëîÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé

δ =
c

2πσ0
À λ =

2π

k′
.

Â îáðàòíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå σ0 À ω ïîëó÷èì, ÷òî ω ¿ ωp.
Äàííûå îöåíêè ñîîòâåòñòâóþò òàê íàçûâàåìîìó êâàçèñòàöèîíàð-
íîìó ïðèáëèæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ïðèáëèæåíèè ε′ ¿ ε′′

íåçàâèñèìî îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âåëè÷èíàìè σ0 è ωp (â ðàìêàõ
ïðèâåäåííûõ íåðàâåíñòâ), è

k′ = k′′ =
√

2πσ0ω

c
,

òàê ÷òî ãëóáèíà ñêèí-ñëîÿ

δ =
c√

2πσ0ω
∼ λ .

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ â
íèçêî÷àñòîòíîì ïðåäåëå.

2. Ïåðåéäåì òåïåðü ê âûñîêî÷àñòîòíîìó ïðåäåëó ω À ν =
= ω2

p/4πσ0. Ó áîëüøèíñòâà ìåòàëëîâ äëÿ ïëàçìåííîé ÷àñòîòû
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ñïðàâåäëèâà îöåíêà ωp À ν, ïîýòîìó â âûñîêî÷àñòîòíîì ïðåäåëå
âàæíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ω è ωp. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì âûðà-
æåíèåì (2.2) â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè èìååì (ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè
ïîðÿäêà (ν/ω)2)

ε(ω) = 1−
(ωp

ω

)2
. (2.3)

Ïðè ω < ωp

k′ = 0 , k′′ =
√

ω2
p − ω2/c ,

è ãëóáèíà ñêèí-ñëîÿ ðàâíà

δ =
c√

ω2
p − ω2

, λ = ∞ . (2.4)

Ýòà ôîðìóëà, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷å 4. Åñëè, íàïðî-
òèâ, ω > ωp, òî ïîãëîùåíèå ïîëÿ â ìåòàëëå îêàçûâàåòñÿ î÷åíü
ìàëûì. ×òîáû íàéòè åãî, íóæíî óòî÷íèòü âûðàæåíèå (2.3) äëÿ
äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè, îñòàâèâ â íåì ìàëóþ ìíèìóþ
÷àñòü. Â ñèëó (2.2)

ε′ = 1−
(ωp

ω

)2
, ε′′ =

νω2
p

ω3
¿ 1 .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé âîëíîâîãî
÷èñëà ïîëó÷èì

k′ =

√
ω2 − ω2

p

c
, k′′ =

νω2
p

2cω
√

ω2 − ω2
p

,

è ãëóáèíà ñêèí-ñëîÿ òåïåðü ñîñòàâëÿåò

δ =
2cω

√
ω2 − ω2

p

νω2
p

. (2.5)
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Äàííîå âûðàæåíèå óïðîùàåòñÿ â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ω À ωp:

δ =
2c

ν

ω2

ω2
p

=
8πcσ0ω

2

ω4
p

À λ .

Ïðè òàêèõ ÷àñòîòàõ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ε(ω) ñòðå-
ìèòñÿ ê åäèíèöå, è ìåòàëë (êàê, âïðî÷åì, è ëþáàÿ äðóãàÿ ñðåäà)
ñòàíîâèòñÿ �ïðîçðà÷íûì�. Ó õîðîøèõ ïðîâîäíèêîâ (ìåäü, ñåðåá-
ðî) ïðîçðà÷íîñòü íàñòóïàåò â îáëàñòè æåñòêîãî óëüòðàôèîëåòà
(λ ∼ 0.01 ìêì).

Ôîðìóëû (2.4) è (2.5) íåïðèìåíèìû, åñëè ÷àñòîòà ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ω áëèçêà ê ïëàçìåííîé ÷àñòîòå ωp. Ïîýòîìó ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé òî÷íîãî ðàâåíñòâà ω = ωp (òàê íàçûâàåìàÿ êðè-
òè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ïëàçìû). Èç îáùåãî âûðàæåíèÿ (2.2) â ñèëó
îöåíêè ν ¿ ω íàõîäèì

ε′ =
(

ν

ωp

)2

¿ 1 ; ε′′ =
ν

ωp
¿ 1 . (2.6)

Çíà÷èò, â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè

k′ = k′′ =
ωp

c

√
ν

2ωp
=

1
c

√
ω3

p

8πσ0
,

è ãëóáèíà ñêèí-ñëîÿ ðàâíà

δ = c

√
8πσ0

ω3
p

.

Èòàê, ìû èññëåäîâàëè âñå ïðåäåëüíûå ñëó÷àè, êîòîðûå èìåþò ìå-
ñòî â îòíîøåíèè ïðîíèêíîâåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ìå-
òàëë. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðåäåë |ε| À 1, èñïîëüçóåìûé
îáû÷íî â êóðñå îáùåé ôèçèêè äëÿ ïåðåõîäà îò äèýëåêòðè÷åñêîé
ñðåäû ê ïðîâîäÿùåé, ðåàëèçóåòñÿ â êâàçèñòàöèîíàðíîì ïðèáëè-
æåíèè (ω ¿ ν, σ0) è â óìåðåííî-âûñîêî÷àñòîòíîì ïðèáëèæåíèè
(ν ¿ ω ¿ ωp). 4)

4)Â ÷àñòíîñòè, ïðåäåë |ε| À 1 ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê ïðîâîäíèêó â ñëó÷àå
ñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ ñ ω = 0.
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Â çàêëþ÷åíèå âûðàçèì ìàãíèòíîå ïîëå H ñ âíóòðåííåé ñòîðî-
íû ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà ÷åðåç ïîëå ïàäàþùåé èç âàêóóìà ýëåê-
òðîìàãíèòíîé âîëíû è îïðåäåëèì òàêæå çàòóõàíèå ýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïîëÿ â ñêèí-ñëîå. Â ïàäàþùåé âîëíå àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêî-
ãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ðàâíû äðóã äðóãó: H0 = E0. Òî æå ñïðàâåä-
ëèâî äëÿ îòðàæåííîé âîëíû (H1 = E1). Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà òàí-
ãåíöèàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïîëåé íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ
ñðåä íàõîäèì

H = H0 + H1 = E0 + E1 , E = E0 −E1 . (2.7)

Ïðè íàïèñàíèè äàííûõ âûðàæåíèé ìû ó÷ëè, ÷òî êàê äëÿ ïàäà-
þùåé, òàê è äëÿ îòðàæåííîé âîëíû âûïîëíÿåòñÿ èçâåñòíîå ãåî-
ìåòðè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå k/k = [E,H]/E2. Äëÿ âîëíû â ìåòàëëå
(ïðîøåäøåé âîëíû) ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà èìååì ñëå-
äóþùóþ ñâÿçü ìåæäó àìïëèòóäàìè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî
ïîëåé:

H =
√

ε(ω)E . (2.8)

Óðàâíåíèÿ (2.7) è (2.8) äàþò èñêîìûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåííîñòè
ïîëåé â ïðîøåäøåé âîëíå:

H =
2
√

ε

1 +
√

ε
E0 , E =

2
1 +

√
ε
E0 .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè |ε| À 1 (÷òî ðåàëèçóåòñÿ âî ìíîãèõ ÿâëåíèÿõ ñ
ìåòàëëàìè), òî H = 2E0; ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ìåòàëëå â òàêîì
ñëó÷àå â

√
|ε| ðàç ìåíüøå ìàãíèòíîãî. Èç-çà ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà

ïðè ðåøåíèè íàñòîÿùåé çàäà÷è ìû îáñóæäàëè çàòóõàíèå èìåííî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òåì íå ìåíåå èíîãäà îáå êîìïîíåíòû ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñðåäå ñðàâíèìû ïî âåëè÷èíå.

Ñëó÷àé êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòè ïëàçìû â âûñîêî÷àñòîòíîì
ïðåäåëå, êîãäà ÷àñòîòà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ áëèçêà ê ïëàç-
ìåííîé ÷àñòîòå ωp, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñêëþ÷åíèå, òàê êàê â íåì
äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé
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(ñì. (2.6)). Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ìåòàëëå ãîðàç-
äî áîëüøå ìàãíèòíîãî, à íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñ
âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà ðàâíà óäâîåííîé íàïðÿæåííî-
ñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïàäàþùåé âîëíû. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì,
÷òî ïðè ω = ωp îòðàæåííîå îò ìåòàëëà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïî
ôàçå ñîâïàäàåò ñ ïàäàþùèì.

Çàäà÷à 3. Ôîðìóëà Äåáàÿ äëÿ ÷àñòîòíîé äèñïåðñèè ïîëÿ-
ðèçóåìîñòè äèýëåêòðèêà. Ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè.
Ïîëó÷èòü ôîðìóëó Äåáàÿ äëÿ çàâèñèìîñòè äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç ïîëÿðíûõ ìîëåêóë, îò ÷à-
ñòîòû âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Èñõîäÿ èç ôîðìóëû Äåáàÿ,
äîêàçàòü ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè (ïîëÿðèçàöèÿ ñðåäû îáóñëîâëåíà
çíà÷åíèÿìè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âî âñå ïðåäøåñòâóþùèå ìîìåí-
òû âðåìåíè).

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ ñ íàïðÿæåííîñòüþ E. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p äèïîëü-
íûé ìîìåíò ïîëÿðíîé ìîëåêóëû è ÷åðåç θ óãîë ìåæäó âåêòîðîì
äèïîëüíîãî ìîìåíòà è âåêòîðîì íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ. Ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîëÿðèçàöèÿ (äèïîëüíûé ìîìåíò åäèíèöû
îáúåìà ñðåäû) äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

P =
∫

p cos θ · f(θ)dΩ ,

ãäå dΩ = 2π sin θdθ � ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà, à f(θ) � íîðìèðî-
âàííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ïî óãëàì, îïðåäåëÿåìàÿ
ñòàòèñòèêîé Áîëüöìàíà:

f(θ) =
n

4π
exp

(
pE
T

)
≈ n

4π

(
1 +

pE

T
cos θ

)
.

Ïðîèçâåäåíèå −pE ñóòü ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äèïîëÿ ñ ýëåê-
òðè÷åñêèì ïîëåì, n � êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóë, T � òåìïåðàòóðà,
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èçìåðÿåìàÿ â ýíåðãåòè÷åñêèõ åäèíèöàõ; ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïîä-
ðàçóìåâàåòñÿ ñëàáûì, òàê ÷òî pE/T ¿ 1 è ýêñïîíåíòó ìîæíî
ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà. Îòìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìà-
íà ïðåäïîëàãàåò èäåàëüíîñòü ãàçà (äëÿ æèäêîñòè îíî íîñèò ëèøü
êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð).

Íåñëîæíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî òåëåñíîìó óãëó ïðèâîäèò ê ðå-
çóëüòàòó

P =
np2

3T
E .

Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ñòàòè÷åñêîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî-
ñòè ïîëó÷èì

ε0 =
E + 4πP

E
= 1 +

4πnp2

3T
. (3.1)

Äàííàÿ ôîðìóëà íåïëîõî ðàáîòàåò â ðàçðåæåííûõ ãàçàõ, îäíàêî
â æèäêîñòÿõ îíà ïðèâîäèò ê âåñüìà îùóòèìîé ïîãðåøíîñòè. Ê
ïðèìåðó, ó âîäû ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå (äèïîëüíûé ìîìåíò
ìîëåêóëû p = 1.855 Äåáàé (1.855 · 10−18 CGSE)) ôîðìóëà (3.1)
äàåò çíà÷åíèå ε0 = 13, â ýêñïåðèìåíòå æå ε0 = 81. Òåì íå ìåíåå
ðàññìàòðèâàåìàÿ íèæå çàäà÷à î ÷àñòîòíîé äèñïåðñèè äèýëåêòðè-
÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç ïîëÿðíûõ ìîëåêóë,
ñîõðàíÿåò ñìûñë è äëÿ æèäêîñòè; íóæíî ëèøü â êà÷åñòâå ñòàòè-
÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè, êîòîðàÿ âîéäåò â îòâåò, âçÿòü åå ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîå çíà÷åíèå.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ ïåðåìåííîãî ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî
ïîëÿ E(t) = E0 exp(−iωt). Íîâóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëå-
êóë ïî óãëàì îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì f(θ, t). Áóäåì èñêàòü åå â
òîì æå âèäå, ÷òî è äëÿ ïîñòîÿííîãî ïîëÿ:

f(θ, t) =
n

4π

(
1 + β(ω)

pE0 exp(−iωt)
T

cos θ

)
.

Çäåñü ââåäåíà íåèçâåñòíàÿ ïîêà ôóíêöèÿ ÷àñòîòû β(ω), õàðàê-
òåðèçóþùàÿ ðåëàêñàöèþ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìîëåêóë ïîä
âëèÿíèåì òåìïåðàòóðû; 5) î÷åâèäíî, ÷òî β(0) = 1. ×òîáû íàéòè

5)Ââåäåíèå ìíîæèòåëÿ β(ω) íå âëèÿåò íà íîðìèðîâêó ôóíêöèè f(θ, t).
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çíà÷åíèÿ β(ω) âî âñåì äèàïàçîíå ÷àñòîò, òðåáóåòñÿ âûâåñòè óðàâ-
íåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f(θ, t).

Ïðåäñòàâèì ìîëåêóëû øàðèêàìè ñ ýôôåêòèâíûì ðàäèóñîì a,
âçâåøåííûìè â ñîáñòâåííîé æèäêîñòè ñ êîýôôèöèåíòîì äèíàìè-
÷åñêîé âÿçêîñòè η. Ïîä âëèÿíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîëÿðíàÿ
ìîëåêóëà íà÷èíàåò ïîâîðà÷èâàåòñÿ. Ïðè ýòîì íà íåå äåéñòâóåò ìî-
ìåíò ñèë âÿçêîãî òðåíèÿ L, ïðîïîðöèîíàëüíûé óãëîâîé ñêîðîñòè
ïîâîðîòà θ̇. Åãî âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ èçâåñòíûì âûðàæåíèåì,
àíàëîãè÷íûì ñèëå Ñòîêñà äëÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ øàðèêà
â âÿçêîé æèäêîñòè (ñì. Ë.Ä. Ëàíäàó, Å.Ì. Ëèôøèö. Ãèäðîäèíà-
ìèêà. Ì.: Íàóêà, 1986. Ñ. 99):

L = −8πηa3θ̇ . (3.2)

Â îòñóòñòâèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ çàòóõàíèå âðàùåíèÿ îïèñûâà-
åòñÿ óðàâíåíèåì

J
d2θ

dt2
= −8πηa3 dθ

dt
,

çäåñü J = (2/5)ma2 � ìîìåíò èíåðöèè îäíîðîäíîãî ïî îáúåìó
øàðèêà, à m = ρ(4πa3/3) � åãî ìàññà. Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðíîå
âðåìÿ èíåðöèîííîãî çàòóõàíèÿ ðàâíî

τi =
J

8πηa3
=

m

20πηa
=

a2

15ν
.

Êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü âîäû ν ñîñòàâëÿåò 0.01 ñì2/ñ. Ïîëàãàÿ
ðàäèóñ ìîëåêóëû âîäû ðàâíûì a = 10−8 ñì, ïîëó÷èì äëÿ âðåìåíè
èíåðöèàëüíîãî çàòóõàíèÿ çíà÷åíèå τi = 7 · 10−16 ñ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì �äèôôóçèþ� âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ øà-
ðèêà â ñîáñòâåííîé âÿçêîé æèäêîñòè, ïðåíåáðåãàÿ åãî ìîìåíòîì
èíåðöèè. 6) Ïîäâèæíîñòü øàðèêà b îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ ââî-
äèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîä äåéñòâèåì ñèëû F , íàïðàâëåííîé

6)Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî èíåðòíîñòü ìîëåêóë äàåò ïðåíåáðåæèìî ìàëûé
âêëàä â ðåëàêñàöèþ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ âÿçêèìè ñèëà-
ìè.
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ïî êàñàòåëüíîé ê åãî ïîâåðõíîñòè, ïîñëåäíÿÿ ïðèîáðåòàåò òàí-
ãåíöèàëüíóþ ñêîðîñòü v = bF . Ïîëàãàÿ íà ïîâåðõíîñòè øàðèêà
v = aθ̇ è L = Fa, íàõîäèì ñâÿçü óãëîâîé ñêîðîñòè ñ ïðèëîæåííûì
ìîìåíòîì ñèëû: θ̇ = (b/a2)L. Ñðàâíèâàÿ äàííóþ ôîðìóëó ñ (3.2),
ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ äëÿ âðàùàòåëüíîé ïîäâèæíîñòè øàðèêà:

b = − 1
8πηa

.

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ Ýéíøòåéíà, êîýôôèöèåíò âðàùàòåëüíîé
äèôôóçèè ðàâåí

D = |b|T =
T

8πηa
.

Èç âñåõ ýòèõ ðàññóæäåíèé ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â ðàìêàõ
ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
f(θ, t), ó÷èòûâàþùåé äèññèïàöèþ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ øà-
ðèêà ïîä äåéñòâèåì âÿçêèõ ñèë (ïîñðåäñòâîì ìíîæèòåëÿ β(ω)),
ñóòü îáû÷íîå óðàâíåíèå äèôôóçèè:

∂f

∂t
= D∆(f − f0) . (3.3)

Îïåðàòîð Ëàïëàñà â íåì, î÷åâèäíî, ñîäåðæèò òîëüêî óãëîâóþ
÷àñòü:

∆ =
1
a2

{
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ

}
,

à âåëè÷èíà

f0(θ, t) =
n

4π

(
1 +

pE0 cos θ exp(−iωt)
T

)

åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ áåç ó÷åòà äèññèïàöèè. Â ñòàòè÷åñêîì
ïðåäåëå f ñîâïàäàåò ñ f0, è îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.3) ðàâíû íóëþ,
êàê è äîëæíî áûòü.

Âðåìÿ ðåëàêñàöèè äèôôóçèè, èñõîäÿ èç ñâîéñòâ óðàâíåíèÿ
(3.3), åñòü

τ =
a2

2D
=

4πηa3

T
.
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Ïðè òåìïåðàòóðå 300 Ê îíî ñîñòàâëÿåò 3 · 10−12 ñ, ÷òî íà òðè-
÷åòûðå ïîðÿäêà áîëüøå τi. Ñëåäîâàòåëüíî, èíåðòíîñòüþ ìîëåêóë
äåéñòâèòåëüíî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ âÿçêèìè ñèëà-
ìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåëàêñàöèè èõ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Ïîä-
ñòàâëÿÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ f è f0 â
óðàâíåíèå (3.3) è ïðîèçâîäÿ íåîáõîäèìûå ñîêðàùåíèÿ, ïîëó÷èì

−iωβ(ω) =
1
2τ

(−2β(ω) + 2) .

Îòñþäà íàõîäèì îêîí÷àòåëüíî, ÷òî

β(ω) =
1

1− iωτ
.

Óñðåäíåíèå íàïðàâëåíèé äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ (cos θ) ñ ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ f(θ, t) äàåò çíà÷åíèå ïîëÿðèçàöèè:

P = β(ω)
np2

3T
E . (3.4)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ β(ω) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòîòíóþ ïî-
ïðàâêó ê ñòàòè÷åñêîé äèýëåêòðè÷åñêîé âîñïðèèì÷èâîñòè ñðåäû.
Çàâèñèìîñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ãàçà èëè æèäêîñòè,
ñîñòîÿùèõ èç ïîëÿðíûõ ìîëåêóë, îò ÷àñòîòû ïðèëîæåííîãî ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ε(ω) = 1 +

(
4πnp2/3T

)

1− iωτ
, (3.5)

êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Äåáàÿ. Åãî ñòðóêòóðà íàïîìèíà-
åò ôîðìóëó (1.5) äëÿ ÷àñòîòíîé äèñïåðñèè ïðîâîäèìîñòè ñðåäû.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.5) àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ε(ω) óáûâàåò ñ ÷àñòî-
òîé. Òàê, â âûñîêî÷àñòîòíîì ïðåäåëå ωτ À 1 èç (3.5) ïîëó÷àåòñÿ
âûðàæåíèå, íå çàâèñÿùåå îò òåìïåðàòóðû:

ε(ω) = 1 + i
np2

3ωηa3
.
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Ïðèñóòñòâèå ìíèìîé ÷àñòè â äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè
îáóñëàâëèâàåò íàëè÷èå ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè ïåðåìåííîãî ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ â ñðåäå.

Ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé
ïðîèçâîëüíîãî çàêîíà èçìåíåíèÿ âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
ñî âðåìåíåì. Ïðåäñòàâëÿÿ ôóíêöèè E(t) è P (t) èíòåãðàëàìè Ôó-
ðüå ïî âñåìó ÷àñòîòíîìó ñïåêòðó,

E(t) =
1
2π

∫
E(ω) exp(−iωt)dω ,

P (t) =
1
2π

∫
P (ω) exp(−iωt)dω ,

ïî àíàëîãèè ñ (3.4) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ôóðüå-îáðàçîâ (ñïåê-
òðàëüíûõ ïëîòíîñòåé):

P (ω) = α(ω)E(ω) . (3.6)

Çäåñü ìû ââåëè äèýëåêòðè÷åñêóþ âîñïðèèì÷èâîñòü ñðåäû íà ÷à-
ñòîòå ω, êîòîðàÿ â ìîäåëè Äåáàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

α(ω) = β(ω)
np2

3T
=

1
(1− iωτ)

np2

3T
. (3.7)

Ïðèìåíèì ê (3.6) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

P (t) =
1
2π

∞∫

−∞
α(ω)E(ω) exp(−iωt)dω =

=
1
2π

∞∫

−∞





∞∫

−∞
δ(ω − ω′)α(ω′)dω′



E(ω) exp(−iωt)dω .

Òàê êàê

δ(ω − ω′) =
1
2π

∞∫

−∞
exp

{
i(ω − ω′)t′

}
dt′ ,
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òî

P (t) =
1

(2π)2

∫∫∫
α(ω′) exp(−iω′t′)×

×E(ω) exp
{−iω(t− t′)

}
dω′dωdt′ =

∞∫

−∞
α(t′)E(t− t′)dt′ ,

ãäå ôóíêöèÿ α(t) åñòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò âîñïðè-
èì÷èâîñòè α(ω):

α(t) =
1
2π

∞∫

−∞
α(ω) exp(−iωt)dω . (3.8)

Èíòåãðàë ïî âåùåñòâåííîé îñè ìîæåò áûòü çàìåíåí èíòåãðàëîì
âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà γω â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ω, ñîñòî-
ÿùåãî èç âåùåñòâåííîé îñè è äóãè áåñêîíå÷íîãî ðàäèóñà ñ öåí-
òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïîñëåäíÿÿ ïðîõîäèò â íèæíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè, êîãäà t > 0, è â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, êîãäà t < 0,
÷òî ïðîäèêòîâàíî óñëîâèåì ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (3.8) (ðèñ. 2).
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ α(ω) èìååò ïîëþñ â òî÷êå ω = −i/τ , ëåæàùåé

Ðèñ. 2
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â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, â ïåðâîì ñëó÷àå èíòåãðàë îòëè÷åí îò íó-
ëÿ è ðàâåí âû÷åòó îò ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â äàííîì ïîëþ-
ñå, à âî âòîðîì ñëó÷àå ðàâåí íóëþ (ò.ê. ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ
ðåãóëÿðíà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïðè t < 0). Â ðåçóëüòàòå

α(t) =





1
2π

∫

γω

α(ω) exp(−iωt)dω , t > 0 ,

0 , t < 0 ,

è âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿðèçàöèè ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

P (t) =

∞∫

0

α(t′)E(t− t′)dt′ . (3.9)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëÿðèçàöèÿ ñðåäû â ìîìåíò âðåìåíè t îáóñëîâ-
ëåíà âåëè÷èíîé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âî âñå ïðåäøåñòâóþùèå ìî-
ìåíòû, ÷òî ñîñòàâëÿåò òàê íàçûâàåìûé ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè.

Âû÷èñëÿÿ êîíòóðíûé èíòåãðàë (3.8) ñ ó÷åòîì (3.7), ïîëó÷èì
ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðåëàêñàöèîííîé ôóíêöèè α(t), ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ìîäåëè Äåáàÿ:

α(t) =
α0

τ
exp {−t/τ} , t > 0 ,

ãäå α0 = np2/3T åñòü ñòàòè÷åñêàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ âîñïðèèì÷è-
âîñòü. Ïóñòü, ê ïðèìåðó, ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ðåçêî âêëþ÷àåòñÿ â
ìîìåíò t = 0. Â ýòîì ñëó÷àå E(t) ñóòü ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ:

E(t) =
{

0 , t < 0 ,
E∗ , t > 0 .

Òîãäà ïðè t < 0 ïîëÿðèçàöèÿ ó ñðåäû, î÷åâèäíî, îòñóòñòâóåò, à
ïðè t > 0 â ñèëó (3.9) ðàâíà

P (t) = E∗

t∫

0

α(t′)dt′ = α0E∗[1− exp(−t/τ)] ,
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ò.å. èìååò ìåñòî ñòàíäàðòíûé ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ. Ïðè t À τ
ïîëÿðèçàöèÿ ñðåäû âûõîäèò íà ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå α0E∗.

Ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè ñëåäóåò òàêæå èç ôîðìóëû Äðóäå (1.5)
äëÿ ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòè ïðîâîäèìîñòè ïðîâîäíèêà (ñì. çàäà÷ó
1). Çàêîí Îìà, ñâÿçûâàþùèé ëèíåéíûì îáðàçîì ïëîòíîñòü òîêà
ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì â ïðîâîäíèêå, â ñëó÷àå íåìîíîõðîìàòè÷å-
ñêèõ ïîëåé ñïðàâåäëèâ ëèøü äëÿ èõ ôóðüå-êîìïîíåíò:

j(ω) = σ(ω)E(ω) .

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äàåò óæå çíàêîìóþ íàì îáùóþ
ñâÿçü âðåìåííûõ ôóíêöèé j(t) è E(t): 7)

j(t) =

∞∫

−∞
σ(t)E(t− t′)dt′ ,

ãäå
σ(t) =

1
2π

∫

γω

σ(ω) exp(−iωt)dω .

Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ γω, êàê è ðàíüøå, çàìûêàåòñÿ â íèæíåé
ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ω, êîãäà t > 0, è â âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè, êîãäà t < 0 (ðèñ. 2). Ôóíêöèÿ σ(ω) èìååò ïîëþñ â
òî÷êå ω = −i/τ (ñì. (1.5)), ïðàâäà âðåìÿ ðåëàêñàöèè τ â äàííîì
ïðèìåðå åñòü âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ýëåêòðîíà â ïðîâîäíèêå.
Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ âûøå çàìå÷àíèé ïîëó÷èì

σ(t) =

{ σ0

τ
exp(−t/τ) , t > 0 ,

0 , t < 0 ,

ãäå σ0 ñóòü ñòàòè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü ìåòàëëà. Â ðåçóëüòàòå ïðè-
õîäèì ê òîìó æå ïðèíöèïó ïðè÷èííîñòè, òîëüêî òåïåðü äëÿ ïëîò-

7)Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé âñåãäà
ýêâèâàëåíòíî èõ ñâåðòêå â èñõîäíîì (âðåìåííîì) ïðåäñòàâëåíèè.
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íîñòè òîêà:

j(t) =
σ0

τ

∞∫

0

exp(−t′/τ)E(t− t′)dt′ .

Ê ïðèìåðó, åñëè ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïîñòîÿííî, òî èç ýòîãî ñîîò-
íîøåíèÿ âûòåêàåò ñòàòè÷åñêèé çàêîí Îìà j = σ0E. Ðåêîìåíäóåì
âàì ñàìîñòîÿòåëüíî íàéòè ïëîòíîñòü òîêà, ñîçäàâàåìóþ ìîíîõðî-
ìàòè÷åñêèì ïîëåì E(t) = E0 exp(−iωt) â âûñîêî÷àñòîòíîì ïðåäå-
ëå ωτ À 1, à òàêæå òîê îò èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ E(t) = E0δ(t).

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè îáû÷íî ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê èñõîäíûé ôóíäàìåíòàëüíûé ïîñòóëàò, à íå êàê
ñëåäñòâèå êîíêðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé (ôîðìóë Äåáàÿ, Äðó-
äå è ò.ä.). Ïðè òàêîì ïîäõîäå ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âíå çàâèñèìî-
ñòè îò ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñðåäû âåùåñòâåííàÿ è ìíè-
ìàÿ ÷àñòè åå äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ε(ω) = ε′(ω)+iε′′(ω)
âñåãäà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ôîðìóëàìè, íàçûâàåìûìè äèñïåðñè-
îííûìè ñîîòíîøåíèÿìè Êðàìåðñà�Êðîíèãà:

ε′(ω) = 1 +
1
π

PV

∞∫

−∞

ε′′(ω′)
ω′ − ω

dω′ ,

ε′′(ω) = − 1
π

PV

∞∫

−∞

ε′(ω′)− 1
ω′ − ω

dω′ .

8)

Ïîïðîáóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî âûâåñòè èõ èç ïðèíöèïà ïðè÷èííî-
ñòè (èñïîëüçóÿ åãî ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó (3.9)). Ïîëåçíî
òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè äèýëåêòðè-
÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè â ðàìêàõ ìîäåëåé Äåáàÿ è Äðóäå óäîâëå-
òâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì Êðàìåðñà�Êðîíèãà.

8)Ñèìâîëîì PV îáîçíà÷åíî ãëàâíîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà ñ îñîáåííîñòüþ.



Ãëàâà 2

Ðàññåÿíèå ñîëíå÷íîãî ñâåòà â àòìîñôåðå

Çàäà÷à 4. Ðàññåÿíèå ñîëíå÷íîãî ñâåòà íà ìàëûõ ìåòàëëè-
÷åñêèõ ïûëèíêàõ.
Îïðåäåëèòü ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ñîëíå÷íîãî ñâåòà íà ìàëûõ ìå-
òàëëè÷åñêèõ ïûëèíêàõ â àòìîñôåðå. Ñ÷èòàòü ïûëèíêè ñôåðè-
÷åñêèìè ÷àñòèöàìè ñ ðàçìåðàìè, ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé
âîëíû ïàäàþùåãî ñâåòà, íî â òî æå âðåìÿ áîëüøèìè ïî ñðàâíå-
íèþ ñ õàðàêòåðíîé òîëùèíîé ñêèí-ñëîÿ.

Ðåøåíèå. Ôèçè÷åñêè î÷åâèäíî, ÷òî ìîùíîñòü ðàññåèâàåìîãî ïû-
ëèíêîé ñâåòà ïðîïîðöèîíàëüíà èíòåíñèâíîñòè (ïëîòíîñòè ïîòîêà
ýíåðãèè) ïàäàþùåé íà íåå ñâåòîâîé âîëíû. Êîýôôèöèåíò ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè è íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì ðàññåÿíèÿ; îí õàðàêòå-
ðèçóåò �ýôôåêòèâíîñòü� ïåðåèçëó÷åíèÿ ñâåòà ïûëèíêîé. Ïîìèìî
îïðåäåëåííîãî âûøå ïîëíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ îáû÷íî ââîäÿò â
ðàññìîòðåíèå òàêæå äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ, êîòî-
ðîå ó÷èòûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ðàññåèâàåìîé ìîùíîñòè ïî òåëåñ-
íîìó óãëó. Ïåðåèçëó÷åíèå ñâåòà ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ïåðåìåííîãî
äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïûëèíêè (ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî), èí-
äóöèðóåìîãî ïîëåì ïàäàþùåé âîëíû.

1. Îáñóäèì ñíà÷àëà âîçìîæíîñòü ïðîíèêíîâåíèÿ ñâåòà â ìå-
òàëëè÷åñêóþ ïûëèíêó ðàäèóñîì a. Çäåñü ìû åùå ðàç ïîâòîðèì
ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå â çàäà÷å 2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñÿ ïî-
ëÿðèçàöèÿ ïûëèíêè ñîçäàåòñÿ ñâîáîäíûìè ýëåêòðîíàìè ìåòàëëà,
òåì ñàìûì ïðåíåáðåãàÿ âêëàäîì ñâÿçàííûõ ýëåêòðîíîâ. Â èçâåñò-
íîé ìîäåëè Äðóäå äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïðîâîäíèêà ε

27
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èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó (ñì. çàäà÷ó 1):

ε(ω) = 1− ω2
p

ω (ω + iν)
.

Çäåñü ωp =
√

4πnee2/m � ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà, ne � êîíöåíòðàöèÿ
ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëå, m è e � ìàññà è çàðÿä ýëåêòðîíà,
ω � ÷àñòîòà ñâåòà, ν � ÷àñòîòà ñòîëêíîâåíèé ýëåêòðîíîâ ñ ôîíî-
íàìè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè (îñíîâíîé ìåõàíèçì ðåëàêñàöèè
ïðè íå ñëèøêîì íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ). Ïîñëåäíÿÿ ìîæåò áûòü
âûðàæåíà ÷åðåç ñòàòè÷åñêóþ óäåëüíóþ ïðîâîäèìîñòü ìåòàëëà σ0

ïî ôîðìóëå Äðóäå (ñì. çàäà÷ó 1):

ν =
ω2

p

4πσ0
. (4.1)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â ïðåäûäóùåå, ïîëó÷èì îáùóþ ôîð-
ìóëó äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ìåòàëëà, êîòîðàÿ ñî-
äåðæèò èçìåðÿåìûå ýêñïåðèìåíòàëüíî âåëè÷èíû σ0 è ωp:

ε = 1− 4πσ0ω
2
p

ω(4πσ0ω + iω2
p)

. (4.2)

Óïðîñòèì äàííîå âûðàæåíèå, âçÿâ â êà÷åñòâå òèïè÷íîãî ïðèìå-
ðà ìåäíóþ ïûëèíêó, îáëó÷àåìóþ çåëåíûì ñâåòîì ñ äëèíîé âîëíû
λ = 0.5 ìêì (÷àñòîòà ñâåòà ω = 2πc/λ = 3.8 · 1015 1/ñ). Êîíöåí-
òðàöèÿ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â ìåäè ne = 8.5 · 1022 ñì−3. Ñîîò-
âåòñòâåííî ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà ðàâíà ωp = 1.65 · 1016 1/ñ. Ñòàòè-
÷åñêàÿ óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü ìåäè ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå
ñîñòàâëÿåò σ0 = 5.3 · 1017 1/ñ, îíà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà àá-
ñîëþòíîé òåìïåðàòóðå è â âåðõíèõ ñëîÿõ àòìîñôåðû íå ñëèøêîì
ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò äàííîãî çíà÷åíèÿ. Â ðåçóëüòàòå îòíîøåíèå
ω2

p/4πσ0ω = 0.011, è âòîðûì ñëàãàåìûì â çíàìåíàòåëå (4.2), îòâå-
÷àþùèì çà ñòîëêíîâåíèå ýëåêòðîíîâ ñ ôîíîíàìè, ìîæíî ïðåíå-
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áðå÷ü. 9) Ýòî ïðèâîäèò ê îöåíêå

ε ≈ 1− ω2
p

ω2
,

õàðàêòåðíîé äëÿ áåññòîëêíîâèòåëüíîé ïëàçìû. À òàê êàê â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ω ¿ ωp, òî ìîæíî òàêæå ïðåíåáðå÷ü è
åäèíèöåé ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëàãàåìûì (ωp/ω)2. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ìåäè îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

n(ω) =
√

ε ≈ i
ωp

ω
, |n| À 1 . (4.3)

Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ïðîíèêàåò â ìåòàëë ëèøü íà íåáîëüøóþ
ãëóáèíó, íàçûâàåìóþ ñêèí-ñëîåì. Îöåíèì åãî òîëùèíó. Çàâèñè-
ìîñòü íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â âîëíå îò âðåìåíè è
êîîðäèíàòû x, îòñ÷èòûâàåìîé âãëóáü ìåòàëëà, â ñîîòâåòñòâèè ñ
âûðàæåíèåì (4.3) äëÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ èìååò âèä

E(t, x) = E0 exp(ikx− iωt) = E0 exp
(
i
ωn

c
x− iωt

)
≈

≈ E0 exp
(
−ωp

c
x− iωt

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ãëóáèíà ñêèí-ñëîÿ â ìåòàëëè÷åñêîé ïûëèíêå
(îïðåäåëÿåìàÿ êàê ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ
óáûâàåò â e ðàç) åñòü

δ =
c

|n|ω ≈ c

ωp
¿ a . (4.4)

Â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå δ ñîñòàâëÿåò 0.018 ìêì, è óêàçàí-
íîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ïûëè ñóáìèêðîííûõ ðàçìåðîâ
(a ∼ 0.1 ìêì), â îòíîøåíèè êîòîðîé âñå åùå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
a ¿ λ. Çàìåòèì, ÷òî çàòóõàíèå ïîëÿ âãëóáü ïûëèíêè â äàííîì

9)Îãðàíè÷åíèå (ω2
p/4πσ0ω) ¿ 1 ñîîòâåòñòâóåò âûñîêî÷àñòîòíîìó ïðåäåëó

ω À ν, ñì. çàäà÷ó 2.
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ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ àïåðèîäè÷åñêèì, ïîñêîëüêó âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü
âîëíîâîãî ÷èñëà â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ðàâíà íóëþ.

Îáðàòèì òàêæå âíèìàíèå íà åùå îäíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ω ¿ σ0, äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ
òåì íå ìåíåå îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ðåàëèçàöèè êâàçè-
ñòàöèîíàðíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ÷àñòîòû ñòîëê-
íîâåíèé ýëåêòðîíîâ ñ ôîíîíàìè â ñèëó (4.1) ïîëó÷èì çíà÷åíèå
ν = 4.2 · 1013 1/ñ; çíà÷èò, äëÿ âèäèìîãî ñâåòà ω À ν. Ïðèìåíè-
ìîñòü êâàçèñòàöèîíàðíîãî ïðèáëèæåíèÿ òðåáóåò âûïîëíåíèÿ áî-
ëåå æåñòêîãî, íåæåëè ω ¿ σ0, óñëîâèÿ (ñì. çàäà÷ó 2)

ω ¿ ν =
ω2

p

4πσ0
. 10)

Îíî íå ðåàëèçóåòñÿ äëÿ ñâåòîâûõ ÷àñòîò, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëè-
âî îáðàòíîå � âûñîêî÷àñòîòíîå ïðèáëèæåíèå ω À ν.

2. Âû÷èñëèì ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëüíûé ìîìåíò p, ïðèîáðå-
òàåìûé ïûëèíêîé ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñâåòîâîé
âîëíû ñ íàïðÿæåííîñòüþ

E = E0 exp(ikr− iωt) (4.5)

âäàëè îò íåå. Çäåñü ω � ÷àñòîòà ïàäàþùåé âîëíû, ïðåäïîëàãà-
åìîé ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîé, k � âîëíîâîé âåêòîð, r � ðàäèóñ-
âåêòîð òî÷êè íàáëþäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïûëèíêè. Â ïðèáëèæåíèè
a ¿ λ = 2π/k (a � ðàäèóñ ïûëèíêè, λ � äëèíà âîëíû ñâåòà) äëÿ
ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ϕ âî âíåøíåì (ïî îòíîøåíèþ ê ïûëèí-
êå) ïðîñòðàíñòâå íóæíî ðåøàòü ñòàòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëàïëàñà
∆ϕ = 0. Äåéñòâèòåëüíî, âðåìåííûì ñëàãàåìûì c−2(∂2ϕ/∂t2) â
îáùåì óðàâíåíèè

∆ϕ− 1
c2

∂2ϕ

∂t2
= 0

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òàê êàê ∆ϕ ∼ ϕ/a2, à c−2(∂2ϕ/∂t2) ∼ ϕ/λ2.
Åñëè, êðîìå âñåãî ïðî÷åãî, äëÿ ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëå âûïîëíåíî

10)Ïðåäåë ω ¿ ν, ïî ñóòè äåëà, îçíà÷àåò ïðèìåíèìîñòü ñòàòè÷åñêîãî çàêîíà
Îìà.
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óñëîâèå c/ωp ¿ a, ãäå ωp =
√

4πnee2/m � èõ ïëàçìåííàÿ ÷àñòî-
òà, òî â ñèëó ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé (ñì. îöåíêó (4.4))
ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïðîíèêàåò âíóòðü ïûëèíêè òîëüêî íà ìàëóþ
òîëùèíó ñêèí-ñëîÿ δ ∼ c/ωp. Â ñàìîì ñêèí-ñëîå ñïðàâåäëèâî îá-
ùåå âîëíîâîå óðàâíåíèå (çàïèñàííîå, ðàçóìååòñÿ, äëÿ ìåòàëëà),
ïîñêîëüêó îáà åãî ñëàãàåìûõ èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê. 11) Îä-
íàêî ñ òî÷êè çðåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è (r > a), ê êîòîðîé îòíîñèòñÿ
èññëåäóåìîå ðàññåÿíèå ñâåòà, íàëè÷èå òîíêîãî ñêèí-ñëîÿ íåñóùå-
ñòâåííî; â ðàìêàõ òðåáóåìîé òî÷íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñÿ ïî-
ëÿðèçàöèÿ ïûëèíêè ñîñðåäîòî÷åíà ëèøü íà åå ïîâåðõíîñòè (â áåñ-
êîíå÷íî òîíêîì ñëîå), è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íå ïðîíèêàåò âíóòðü.

Îòñóòñòâèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè ÷àñòèöû ïîçâîëÿåò
ïîëîæèòü â íåé ïîòåíöèàë ϕ ïîñòîÿííûì è ðàâíûì íóëþ. Âíå
÷àñòèöû, ò.å. ïðè r > a (r � ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà), ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èìååò âèä

ϕ(r, θ) =
(
−r +

a3

r2

)
E cos θ ; (4.6)

óãîë θ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îòñ÷èòûâàåòñÿ îò íàïðàâ-
ëåíèÿ ïîëÿðèçàöèè âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Òîëüêî òàêîå
ðåøåíèå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ïîâåðõíîñòè ïûëèíêè (r = a),
îáåñïå÷èâàÿ íåïðåðûâíîñòü ïîòåíöèàëà, è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
∇ϕ → −E ïðè r →∞. Âñïîìíèì, ÷òî ïîòåíöèàë ïîëÿ ýëåêòðè÷å-
ñêîãî äèïîëÿ åñòü

ϕp =
(p, r)

r3
≡ p cos θ

r2
. (4.7)

Ñðàâíèâàÿ (4.7) ñî âòîðûì ñëàãàåìûì â (4.6), îòâåòñòâåííûì çà
ïîëÿðèçàöèþ ÷àñòèöû, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ èíäóöèðîâàííîãî

11)Ðåêîìåíäóåì âàì ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîèçâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìîæíî ðàññóæäàòü â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. À èìåííî,
èç ïðåäïîëîæåíèÿ î íåâûðîæäåííîñòè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â íåáîëüøîé îá-
ëàñòè âáëèçè ïîâåðõíîñòè ÷àñòèöû íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ òîëùèíû
ñêèí-ñëîÿ.
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ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà:

p = a3E . (4.8)

Â äàëüíåéøåì áóäåò óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ íå ñêàëÿðíûì, à âåê-
òîðíûì ïîòåíöèàëîì ïîëÿ. Îáà ïîòåíöèàëà ñâÿçàíû óñëîâèåì Ëî-
ðåíöà

divA +
1
c

∂ϕ

∂t
= 0 ,

êîòîðîå ïîçâîëÿåò âûðàçèòü îäèí ïîòåíöèàë ÷åðåç äðóãîé. Â íà-
øåì ñëó÷àå âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ýëåêòðè÷å-
ñêîé ïîëÿðèçàöèåé ïûëèíêè, ðàâåí (â âîëíîâîé çîíå, r À λ) 12)

Ap =
ṗ
cr

= − iωa3

cr
E . (4.9)

Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ðåøåíèÿ
(4.9) â óñëîâèå Ëîðåíöà (ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ (4.5) äëÿ ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ).

3. Âû÷èñëèì òåïåðü ìàãíèòíûé äèïîëüíûé ìîìåíò m ïûëèí-
êè, èíäóöèðîâàííûé ìàãíèòíûì ïîëåì ñâåòîâîé âîëíû ñ íàïðÿ-
æåííîñòüþ H = H0 exp(ikr − iωt). Â ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå
óñëîâèÿõ áîëüøîé ïðîâîäèìîñòè ìû áëèçêè ê ñâåðõïðîâîäÿùå-
ìó ñîñòîÿíèþ âåùåñòâà (σ0 →∞). Âàæíîå ñâîéñòâî ñâåðõïðîâîä-
íèêà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âíóòðè íåãî ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ
Bin = 0 âñåãäà ðàâíà íóëþ (òîãäà êàê íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî
ïîëÿ Hin îòëè÷íà îò íóëÿ). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âêëþ÷åíèè ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ â ñâåðõïðîâîäíèêå âîçíèêíóò èíäóêöèîííûå òîêè,
ñîçäàþùèå äîïîëíèòåëüíóþ èíäóêöèþ, êîòîðàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
çàêîíîì Ëåíöà áóäåò ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðîâàòü âíåøíþþ èíäóê-
öèþ. Â îáû÷íîì ïðîâîäíèêå ñ êîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ êîìïåí-
ñèðóþùèå èíäóêöèîííûå òîêè áûñòðî çàòóõàþò, è âíåøíåå ïîëå
ïðîíèêàåò âíóòðü. Â ñâåðõïðîâîäíèêå æå ëèíèè ðåçóëüòèðóþùåé

12)Ïðèáëèæåíèå âîëíîâîé çîíû (r À λ) ïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûì
1/r ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëàãàåìûì 1/λ ïðè âçÿòèè îïåðàòîðà div.
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èíäóêöèè âûòàëêèâàþòñÿ íàðóæó è îãèáàþò ñâåðõïðîâîäÿùåå òå-
ëî. Òàê êàê Bin = µHin = 0, à Hin 6= 0, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ïûëèíêà ôîðìàëüíî îáëàäàåò ìàãíèòíîé ïðî-
íèöàåìîñòüþ µ = 0. Âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè íà íàðóæíîé
ïîâåðõíîñòè ïûëèíêè ïàðàëëåëåí åé â êàæäîé òî÷êå, ÷òî ñëåäóåò
èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû èíäóêöèè.

Êîíå÷íî, âñå ýòè ñîîáðàæåíèÿ íå îòíîñÿòñÿ ê òîíêîìó ñêèí-
ñëîþ âáëèçè ïîâåðõíîñòè ïûëèíêè, ãäå ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî óáûâàåò îò íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ íà ïî-
âåðõíîñòè äî íóëÿ. Â äàííîé îáëàñòè ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü µ
òàêæå ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò âìåñòå ñ èíäóêöèåé â ñèëó ïîñòî-
ÿíñòâà Hin. Ó÷åò ñêèí-ñëîÿ, îäíàêî, âëèÿåò ëèøü íà ïîãëîùåíèå
ñâåòà, íî íå íà åãî ðàññåÿíèå (ñì. çàäà÷ó 5). Êàê è â ñëó÷àå ñ ýëåê-
òðè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèåé (ñì. ïóíêò 2 äàííîé çàäà÷è), ìàãíèòíûì
ñêèí-ñëîåì â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè (c/ωp ¿ a) ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ê ñâåðõïðîâîäíèêó íåïðèìåíèìû
óðàâíåíèÿ (2.1), äàþùèå ýêñïîíåíöèàëüíîå çàòóõàíèå íàïðÿæåí-
íîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ H âãëóáü ìåòàëëà. Ïåðåõîä ê ñâåðõïðîâîä-
íèêó åñòü èñêóññòâåííûé ïðèåì, êîòîðûé òåì íå ìåíåå ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü êà÷åñòâåííî ïðàâèëüíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ìàãíèòíîé ÷à-
ñòè ðàññåÿíèÿ.

Âíå ïûëèíêè ïðè óñëîâèè a ¿ λ èìååò ìåñòî ìàãíèòîñòàòè÷å-
ñêàÿ çàäà÷à, ïîñêîëüêó âðåìåííûå ñëàãàåìûå â îáùèõ óðàâíåíèÿõ
Ìàêñâåëëà ìàëû â ñðàâíåíèè ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè (ñì. îöåíêè â
ïóíêòå 2 äàííîé çàäà÷è). Îïðåäåëèì íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî
ïîëÿ Hin âíóòðè ïûëèíêè, èñõîäÿ èç àíàëîãèè ìåæäó óðàâíåíè-
ÿìè ìàãíèòîñòàòèêè è ýëåêòðîñòàòèêè. Ïðè íàëîæåíèè âíåøíåãî
ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñ íàïðÿæåííîñòüþ E íà ñôåðè-
÷åñêóþ ÷àñòèöó ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ ε ýëåêòðè÷å-
ñêîå ïîëå âíóòðè ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, è åãî íàïðÿæåí-
íîñòü

Ein =
3

2 + ε
E

(ñì. çàäà÷ó 6). Ïðè íàëîæåíèè âíåøíåãî ïîñòîÿííîãî ìàãíèòíî-
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ãî ïîëÿ ñ íàïðÿæåííîñòüþ H ìàãíèòíîå ïîëå âíóòðè ñôåðè÷å-
ñêîé ÷àñòèöû ñ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ µ èìååò àíàëîãè÷íóþ
ñòðóêòóðó:

Hin =
3

2 + µ
H =

3
2
H .

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè çíà÷åíèå µ = 0, ïðèìåíèìîå ê ñâåðõïðî-
âîäíèêó. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòè æå ñîîòíîøåíèÿ ñîõðàíÿ-
þò ñèëó è äëÿ ïåðåìåííûõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ïîëåé, åñëè ïðå-
íåáðå÷ü âðåìåííûì ÷ëåíîì â óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà (ýòî ìîæíî
äåëàòü, êîãäà äëèíà âîëíû âíåøíåãî ïîëÿ âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ
ðàçìåðàìè ÷àñòèöû).

Íàìàãíè÷åííîñòü ïûëèíêè (ìàãíèòíûé ìîìåíò åäèíèöû îáú-
åìà) ðàâíà

Min =
1
4π

(Bin −Hin) = − 3
8π

H .

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàãíèòíûé äèïîëüíûé ìîìåíò m ñôåðè÷åñêîé
ñâåðõïðîâîäÿùåé ÷àñòèöû ñîñòàâëÿåò

m = −1
2
a3H . (4.10)

Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé ìàãíèòíîé ïîëÿðèçàöèåé ÷à-
ñòèöû â âîëíîâîé çîíå r À λ, äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Am =
[ṁ,n]

cr
, (4.11)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëîé (4.9) äëÿ ýëåêòðè÷å-
ñêîé ïîëÿðèçàöèè, çäåñü n = r/r � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåí-
íûé îò ïûëèíêè ê òî÷êå íàáëþäåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ (4.10) â (4.11),
ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ìàãíèòíîé êîìïîíåíòû
ïîòåíöèàëà èíäóöèðóåìîãî ïîëÿ:

Am =
iωa3

2cr
[H,n] . (4.12)
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4. Îáúåäèíèì ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé
è ìàãíèòíîé ïîëÿðèçàöèé ïûëèíêè. Ñîãëàñíî (4.9) è (4.12) ñóì-
ìàðíûé âåêòîðíûé ïîòåíöèàë Ai, èíäóöèðóåìûé ïîëåì ñâåòîâîé
âîëíû ïîñðåäñòâîì ïîëÿðèçàöèè ÷àñòèöû, ðàâåí

Ai = Ap + Am = − iωa3

cr

{
E− 1

2
[H,n]

}

(n � åäèíè÷íûé âåêòîð îò ÷àñòèöû ê òî÷êå íàáëþäåíèÿ). Íàïîì-
íèì, ÷òî â ïàäàþùåé âîëíå âåêòîðû E è H ñâÿçàíû óðàâíåíèåì

E = [H,n0] ,

ãäå n0 � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâå-
òîâîé âîëíû.

Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàññå-
ÿííîé âîëíå, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà åñòü
Hi = rotAi. Îòñþäà íåòðóäíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â âîëíîâîé çîíå
(r À λ) îíà â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Hi =
1
c
[Ȧi,n] . 13)

Èç ïîñëåäíèõ òðåõ ñîîòíîøåíèé, ñ ó÷åòîì ìîíîõðîìàòè÷åñêîé çà-
âèñèìîñòè ïîëåé îò âðåìåíè, íàõîäèì

Hi = −ω2a3

c2r

{
[[H,n0],n]− 1

2
[[H,n],n]

}
≡

≡ ω2a3

c2r

{
H(n0,n)− n0(H,n)− 1

2
H +

1
2
n(H,n)

}
.

(4.13)

Ââåäåì óãëû, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 3. Óãîë ϑ õàðàêòåðèçóåò íà-
ïðàâëåíèå ðàññåÿíèÿ ñâåòîâîé âîëíû îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ

13)Ìû íå äàåì âûâîä ýòîé ôîðìóëû, ïîñêîëüêó åãî ïîëåçíî ïðîâåñòè ñàìî-
ñòîÿòåëüíî. Äëÿ âûâîäà íåîáõîäèìî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî A(r, t) ∼ exp(ikr −
−iωt)/r.
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ïàäàþùåé âîëíû. Ïîñêîëüêó cos θ = sin ϑ cosϕ, âûðàæåíèå (4.13)
ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

Hi =
ω2a3

c2r

{
H

(
cosϑ− 1

2

)
+ H cos θ

(
1
2
n− n0

)}
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòîêà ýíåðãèè (âåêòîðà Ïîéíòèíãà) ðàññåÿííî-

Ðèñ. 3

ãî èçëó÷åíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ |Hi|2. Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïîëó÷èì, ÷òî

|Hi|2 =
ω4a6H2

0

c4r2

{
cos2 ϑ− cosϑ +

1
4

+
3
4

sin2 ϑ cos2 ϕ

}
.

5. Òåïåðü ó íàñ åñòü âñå, ÷òîáû âû÷èñëèòü ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññå-
ÿíèÿ ñâåòà íà ìåòàëëè÷åñêèõ ÷àñòèöàõ. Ñðåäíÿÿ ïî âðåìåíè èí-
òåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ â òåëåñíûé óãîë dΩ = sin ϑdϑ dϕ ðàâíà

dI =
c

8π
|Hi|2r2dΩ .

Èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëó ϕ ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê íåïîëÿðèçî-
âàííîìó ñîëíå÷íîìó ñâåòó (ïðè ôèêñèðîâàííîé òî÷êå íàáëþäå-
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íèÿ). Äëÿ òàêîãî ñâåòà èìååì

〈dI〉 =
1
2π

2π∫

0

dI(ϕ)dϕ =

=
ω4a6H2

0

4c3

{
cos2 ϑ− cosϑ +

1
4

+
3
8

sin2 ϑ

}
sin ϑdϑ .

Äåëÿ ýòî âûðàæåíèå íà ñðåäíþþ ïëîòíîñòü ïîòîêà ïàäàþùåé
ýíåðãèè cH2

0/8π, ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ
íåïîëÿðèçîâàííîãî ñâåòà:

dσð =
2πω4a6

c4

{
5
8

+
5
8

cos2 ϑ− cosϑ

}
sin ϑdϑ . (4.14)

Íàêîíåö, èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëó ϑ äàåò èñêîìîå ïîëíîå ñå÷åíèå
ðàññåÿíèÿ ñîëíå÷íîãî ñâåòà íà ìåòàëëè÷åñêèõ ÷àñòèöàõ:

σð =
10πω4a6

3c4
≡ 10

3

(ωa

c

)4
πa2 . (4.15)

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (4.14) äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿ-
íèÿ íàçàä (ϑ = π) â 9 ðàç ïðåâûøàåò ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ âïåðåä
(ϑ = 0). Êðîìå òîãî, ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ÷åò-
âåðòîé ñòåïåíè ÷àñòîòû ïàäàþùåãî ñâåòà ω è êâàäðàòó îáúåìà
÷àñòèöû (a3), èõ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ â ðàìêàõ ðàññìîòðåííîé
ìîäåëè îãðàíè÷åíû íåðàâåíñòâîì ωa ¿ c (ò.å. a ¿ λ). Â ðåçóëü-
òàòå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ãåî-
ìåòðè÷åñêèì ñå÷åíèåì ïûëèíêè πa2 � îíà ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè
�ïðîçðà÷íîé� äëÿ ñâåòîâîé âîëíû. Íàëè÷èå ìíîæèòåëÿ ω4 â (4.15)
ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ôèîëåòîâûé ñâåò ðàññåèâàåòñÿ íà ìå-
òàëëè÷åñêîé ïûëè áîëåå ÷åì â 10 ðàç ëó÷øå êðàñíîãî. Îáðàòèì
òàêæå âíèìàíèå íà îòñóòñòâèå â âûðàæåíèè (4.15) ñòàòè÷åñêîé
ïðîâîäèìîñòè ìåòàëëà σ0 è ïëàçìåííîé ÷àñòîòû ýëåêòðîíîâ ωp.
Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îöåíîê c/ωp ¿ a è ω2

p ¿ σ0ω, ïðè êî-
òîðûõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü íàëè÷èåì ñêèí-ñëîÿ (ñì. ðàññóæäåíèÿ â
ïóíêòå 1).
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Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíèìû,
òîëüêî åñëè ðàçìåð ìåòàëëè÷åñêîé ïûëèíêè a ñóùåñòâåííî ïðå-
âûøàåò ãëóáèíó ïðîíèêíîâåíèÿ âíåøíåãî ïîëÿ â ìåòàëë, êîòîðàÿ
ðàâíà c/ωp. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (4.15) ñïðàâåäëèâà â óñëî-
âèÿõ

c/ωp ¿ a ¿ c/ω ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòàëëè÷åñêîé ïûëè ñóáìèêðîííûõ ðàçìåðîâ
(a ∼ 0.1 ìêì).

Çàäà÷à 5. Ïîãëîùåíèå ñîëíå÷íîãî ñâåòà ìàëûìè ìåòàë-
ëè÷åñêèìè ïûëèíêàìè.
Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è îïðåäåëèòü ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ
ñîëíå÷íîãî ñâåòà íà ìàëîé ìåòàëëè÷åñêîé ïûëèíêå.

Ðåøåíèå. Ïîãëîùåíèå ñâåòà ïûëèíêîé, êàê è ðàññìîòðåííîå
â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ðàññåÿíèå ñâåòà, ïðîïîðöèîíàëüíî èíòåí-
ñèâíîñòè ïàäàþùåé âîëíû. Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè è
åñòü èñêîìîå ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ.

Ñâåò ïîãëîùàåòñÿ â òîíêîì ñêèí-ñëîå âáëèçè ïîâåðõíîñòè ïû-
ëèíêè, êîòîðûé èìååò íåíóëåâóþ òîëùèíó èç-çà êîíå÷íîñòè ïðî-
âîäèìîñòè ìåòàëëà. Â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ìû ìîãëè ïðåíåáðå÷ü
ñêèí-ñëîåì, îäíàêî òåïåðü åãî ïðèñóòñòâèå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-
íûì. Â îáùåì ñëó÷àå ïîãëîùåíèå ïðîèñõîäèò èç-çà èçìåíåíèÿ êàê
ýëåêòðè÷åñêîãî, òàê è ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè ÷àñòèöû. Èññëåäó-
åì ñíà÷àëà âêëàä îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ìîùíîñòü, ïîãëîùàåìàÿ â
åäèíèöå îáúåìà ñïëîøíîé ñðåäû, äàåòñÿ èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèåì
ýëåêòðîäèíàìèêè:

W = −Min
dBin

dt
. (5.1)

Çäåñü Bin � èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñêèí-ñëîå, à Min � ìàã-
íèòíûé ìîìåíò åäèíèöû îáúåìà ìåòàëëè÷åñêîé ïûëèíêè. 14) Ïðè

14)Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ìû ïðåíåáðåãàëè ðîëüþ
ñêèí-ñëîÿ è ïîëàãàëè èíäóêöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíîé íóëþ âíóòðè âñåé
ïûëèíêè.
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ðåøåíèè ïðåäûäóùåé çàäà÷è ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

Min = − 1
4π

Hin ,

ãäå Hin � íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè ïûëèíêè. Â îò-
ëè÷èè îò èíäóêöèè Bin, êîòîðàÿ ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò íà
ãëóáèíå ïîðÿäêà òîëùèíû ñêèí-ñëîÿ, âåëè÷èíà Hin (à ñëåäîâà-
òåëüíî, è Min) îäèíàêîâà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå âíóòðè ïûëèíêè
(ñì. ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó) è ñâÿçàíà ñ íàïðÿæåííîñòüþ ïîëÿ H â
ïàäàþùåé âîëíå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Hin =
3
2
H .

Ïðåäïîëàãàÿ, êàê îáû÷íî, ÷òî ïàäàþùàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿ ìîíî-
õðîìàòè÷åñêîé, ò.å. H = H0 cos(ωt), íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ èíäó-
öèðîâàííîé íàìàãíè÷åííîñòè ïûëèíêè:

Min = − 3
8π

H0 cos(ωt) . (5.2)

Òåïåðü îïðåäåëèì âåëè÷èíó èíäóêöèè Bin â ñêèí-ñëîå. Áóäåì îò-
ñ÷èòûâàòü êîîðäèíàòó ξ, íîðìàëüíóþ ê ïîâåðõíîñòè ïûëèíêè â
êàæäîé åå òî÷êå, âãëóáü ìåòàëëà; ξ = 0 íà ïîâåðõíîñòè. Âåêòîð
Bin(ξ = 0) âñþäó ïàðàëëåëåí ïîâåðõíîñòè è â ñèëó ãðàíè÷íîãî
óñëîâèÿ äëÿ òàíãåíöèàëüíîé êîìïîíåíòû íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ (ñ
ó÷åòîì çíà÷åíèÿ µ = 1 äëÿ âàêóóìà) ðàâåí ïî ìîäóëþ

Bin(0) = Hin sin θ ,

ãäå θ � óãîë ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ îñüþ âäîëü âíåø-
íåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ H0 (ñì. ðèñ. 4). Èòàê,

Bin(0) =
3
2
H0 cos(ωt) sin θ . (5.3)

Èç (5.1), (5.2) è (5.3) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ïîãëîùàåìîé íà
ïîâåðõíîñòè ìîùíîñòè:

W (0) = − 9ω

16π
H2

0 sin(ωt) cos(ωt) sin2 θ . (5.4)
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Ðèñ. 4

Äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü sin θ âîçíèêàåò îò ñêàëÿðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ âåêòîðîâ â (5.1) (ñì. ðèñ. 4).

Âû÷èñëèì òåïåðü Bin(ξ) è ñîîòâåòñòâåííî W (ξ) ïî âñåé òîë-
ùèíå ñêèí-ñëîÿ (ξ > 0). Ñîãëàñíî ðåøåíèþ ïðåäûäóùåé çàäà÷è,
äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû (â ðàìêàõ ìîäåëè Äðóäå)
ðàâíà

ε = 1− ω2
p

ω (ω + iν)
≈ 1− ω2

p

ω2
+ iν

ω2
p

ω3
. (5.5)

Çäåñü ν ¿ ω � ÷àñòîòà ñòîëêíîâåíèé ýëåêòðîíîâ ìåòàëëà ñ ôîíî-
íàìè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè (îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
ν = ω2

p/4πσ0, ãäå ωp � ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà, à σ0 � ñòàòè÷åñêàÿ ïðî-
âîäèìîñòü ìåòàëëà). Ïîñêîëüêó ω ¿ ωp (ñì. ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó,
ïóíêò 1), åäèíèöåé â âåùåñòâåííîé ÷àñòè (5.5) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
ïî ñðàâíåíèþ ñ (ωp/ω)2. Äëÿ âîëíîâîãî ÷èñëà k â ïðåäåëàõ ñêèí-
ñëîÿ, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì

1
k

=
1√
ε

c

ω
≈ 1

i
√

ω2
p/ω2 − iνω2

p/ω3

c

ω
≈ − ci

ωp

(
1 + i

ν

2ω

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ýêñïîíåíöèàëüíî çà-
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òóõàåò âãëóáü ïûëèíêè:

Bin(ξ) ∼ Re[exp(ikξ − iωt)] =

= exp(−ξ/δ) cos(γξ/δ − ωt) , ξ > 0 .
(5.6)

Çäåñü δ = c/ωp � õàðàêòåðíàÿ ãëóáèíà ñêèí-ñëîÿ, à áåçðàçìåðíûé
ïàðàìåòð γ = ν/2ω ¿ 1. Ñðàâíèâàÿ (5.3) è (5.6), íàõîäèì

Bin(ξ) =
3
2
H0 exp(−ξ/δ) cos(ωt− γξ/δ) sin θ .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.4) ìîæíî çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå äëÿ ôóíê-
öèè W (ξ):

W (ξ) = − 9ω

16π
H2

0e−ξ/δ sin(ωt− γξ/δ) cos(ωt) sin2 θ .

Óñðåäíÿÿ ýòî âûðàæåíèå ïî ïåðèîäó ñâåòîâîãî ïîëÿ è ó÷èòûâàÿ,
÷òî

〈
cos2(ωt)

〉
= 1/2, ïîëó÷èì

〈W (ξ)〉 =
9ω

32π
H2

0e−ξ/δ sin2 θ sin(γξ/δ) . (5.7)

Îñòàëîñü ïðîèíòåãðèðîâàòü (5.7) ïî ξ, ÷òîáû íàéòè ïîãëîùàåìóþ
ìîùíîñòü w, îòíåñåííóþ ê åäèíèöå ïîâåðõíîñòè ïûëèíêè. Òàê
êàê

∞∫

0

e−ξ/δ sin(γξ/δ)dξ = Im

∞∫

0

exp
(
−(1− iγ)

δ
ξ

)
dξ =

= Im
δ

1− iγ
≈ γδ ,

òî
w =

9ωγδ

32π
H2

0 sin2 θ =
9ωpc

256π2σ0
H2

0 sin2 θ .

Çàìåòèì, ÷òî w íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû ω ïàäàþùåé âîëíû; ýòî
ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ ÷àñòîò, óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèþ
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ν ¿ ω ¿ ωp. 15) Ïîëíàÿ ìîùíîñòü Q, ïîãëîùàåìàÿ ïûëèíêîé,
ðàâíà èíòåãðàëó îò w ïî âñåé åå ïîâåðõíîñòè:

Q =

π∫

0

w(θ) · 2πa2 sin θdθ =
9ωpca

2

128πσ0
H2

0

π∫

0

sin3 θdθ =

=
3ωpca

2

32πσ0
H2

0 .

Âêëàä ìàãíèòíîé êîìïîíåíòû ïîëÿ â ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ íàéäåì,
ðàçäåëèâ ýòó ìîùíîñòü íà ñðåäíþþ ïëîòíîñòü ïîòîêà ïàäàþùåé
ñâåòîâîé ýíåðãèè cH2

0/8π:

σï =
3ωp

4σ0
a2 . (5.8)

Â ñèëó îöåíîê, ñäåëàííûõ â ïðåäûäóùåé çàäà÷å äëÿ ìåäè,
ωp ¿ σ0, è ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ãåîìåòðè-
÷åñêèì ñå÷åíèåì ïûëèíêè πa2. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè
c/ωp ¿ a ¿ c/ω îíî íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû ñâåòà.

Ýëåêòðè÷åñêàÿ ÷àñòü ïîãëîùàåìîé ìîùíîñòè â åäèíèöå îáúå-
ìà äàåòñÿ çàêîíîì Äæîóëÿ�Ëåíöà:

W = −Pin
dEin

dt
. (5.9)

Çäåñü Ein � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñêèí-ñëîå, à
Pin � ïîëÿðèçàöèÿ (äèïîëüíûé ìîìåíò åäèíèöû îáúåìà ïûëèí-
êè). Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (4.8) ïðåäûäóùåé çàäà÷è äëÿ ýëåê-
òðè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèè ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Pin =
3
4π

E ∼ H ∼ Min ,

ãäå E � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïàäàþùåé âîëíå.
Âìåñòå ñ òåì íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ein â ñêèí-ñëîå,

15)Â äàííîé çàäà÷å òàêîìó îãðàíè÷åíèþ ñîîòâåòñòâóþò ñâåòîâûå âîëíû âè-
äèìîãî äèàïàçîíà.
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âõîäÿùàÿ â ôîðìóëó (5.9), ñóùåñòâåííî ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàãíèòíîé èíäóêöèè Bin. 16) Ïîêàæåì, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ïû-
ëèíêè èìååò ìåñòî îöåíêà Ein(0) ¿ Bin(0). Ââèäó ìàëîé òîëùèíû
ñêèí-ñëîÿ ïðîèçâîäíûå îò êîìïîíåíò ïîëÿ âíóòðè ìåòàëëà â íà-
ïðàâëåíèè íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè âåëèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîèç-
âîäíûìè â òàíãåíöèàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ïîýòîìó ïîëå âíóòðè
ìåòàëëà âáëèçè åãî ïîâåðõíîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëå
ïëîñêîé âîëíû. Ñîîòâåòñòâåííî ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ
â ñêèí-ñëîå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì òåì æå ñîîòíîøåíèåì, ÷òî è â
ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíå, ò.å.

Ein(0) =
√

µ

ε
[Bin(0),n] .

Çäåñü n � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè, íàïðàâëåííàÿ âíóòðü ìåòàëëà.
Òàêèì îáðàçîì,

Ein(0)
Bin(0)

∼
√

1
|ε| ≈

(
ω

ωp

)
¿ 1 .

Ñîïîñòàâëÿÿ (5.1) è (5.9), ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ýëåêòðè÷å-
ñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîãëîùåíèÿ ñâåòîâîé ýíåðãèè ïðåíåáðåæèìî
ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàãíèòíîé (ðàçóìååòñÿ, ñ òîé òî÷íîñòüþ, â
ðàìêàõ êîòîðîé ïîëó÷åíî âûðàæåíèå (5.8)).

Ñðàâíèì ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ ñ ñå÷åíèåì ðàññåÿíèÿ, íàéäåí-
íûì â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Èç (4.15) è (5.8) èìååì

σð
σï

=
40π

9

(ωa

c

)4 σ0

ωp
.

Òàê êàê ωa/c ¿ 1 â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé çàäà÷è, à σ0/ωp À 1, òî
ðåçóëüòàò ñðàâíåíèÿ íå î÷åâèäåí. Îáðàòèìñÿ ê ÷èñëåííûì îöåí-
êàì, âçÿâ äëèíó âîëíû ñâåòà λ = 2πc/ω = 0.5 ìêì, ðàäèóñ ïûëèí-
êè a = 0.1 ìêì è çíà÷åíèå σ0 = 5.3 · 1017 1/ñ äëÿ ìåäè. Â òàêîì

16)Áîëåå ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïðèâåäåíî â êîíöå çàäà÷è 2.
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ñëó÷àå ïîëó÷èì, ÷òî σð/σï ∼= 115, ò.å. ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ñîëíå÷íî-
ãî ñâåòà íà äâà ïîðÿäêà ïðåâîñõîäèò ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ. Äàæå
ïðè a = 0.05 ìêì èìååì σð/σï ≈ 7. Âûâîä: ñîëíå÷íûé ñâåò â
îñíîâíîì ðàññåèâàåòñÿ, à íå ïîãëîùàåòñÿ íà ìåòàëëè÷åñêîé ïûëè.

Çàäà÷à 6. Ðàññåÿíèå è ïîãëîùåíèå ñîëíå÷íîãî ñâåòà ìà-
ëûìè äèýëåêòðè÷åñêèìè ïûëèíêàìè.
Îïðåäåëèòü ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ñâåòà íà ìàëûõ äèýëåêòðè÷åñêèõ
ïûëèíêàõ ñôåðè÷åñêîé ôîðìû, èìåþùèõ äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíè-
öàåìîñòü ε. Íàéòè òàêæå ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ ñâåòà íà òàêèõ
ïûëèíêàõ. Ðàäèóñ ïûëèíêè ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû ñâå-
òà.

Ðåøåíèå. Ðàññåÿíèå è ïîãëîùåíèå ñâåòà íà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïû-
ëèíêàõ, êàê è â ñëó÷àå ïðîâîäÿùèõ ïûëèíîê, îáóñëîâëåíî èõ ïî-
ëÿðèçàöèåé âî âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Îäíàêî ìåõàíèçì
òàêîé ïîëÿðèçàöèè ñóùåñòâåííî îòëè÷åí îò òîãî, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ
â ïðîâîäíèêå. Â äèýëåêòðèêå, êàê ïðàâèëî, íå âîçíèêàåò ñêèí-
ñëîÿ, è âíåøíåå ïîëå ïðîíèêàåò âíóòðü íà âñþ åãî òîëùèíó. Êðî-
ìå òîãî, îòñóòñòâèå òîêîâ ïðîâîäèìîñòè ïðèâîäèò ê ðåëÿòèâèñò-
ñêîé ìàëîñòè ìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåé ðàññåÿíèÿ ïî ñðàâíåíèþ
ñ ýëåêòðè÷åñêîé. Äåéñòâèòåëüíî, îòíîøåíèå ñðåäíåãî (ïî îáúåìó)
ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ìîëåêóë ê ïðèîáðåòàåìîìó âî âíåøíåì ïîëå
ýëåêòðè÷åñêîìó äèïîëüíîìó ìîìåíòó, êàê èçâåñòíî, ïðîïîðöèî-
íàëüíî ôàêòîðó v/c, ãäå v � âíóòðèàòîìíàÿ ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ
(ñì. [5], � 5.2); ïîñëåäíÿÿ íà äâà-òðè ïîðÿäêà ìåíüøå ñêîðîñòè
ñâåòà. 17)

1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ðàññåÿíèå ñâåòà íà äèýëåêòðè÷åñêèõ
ïûëèíêàõ. Ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è ðàäèóñ ïûëèíêè a ìàë ïî

17)Ñðåäíÿÿ íàìàãíè÷åííîñòü äèýëåêòðè÷åñêîãî îáðàçöà ïðîïîðöèîíàëüíà
íàïðÿæåííîñòè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîäîáíî òîìó êàê ýëåêòðè÷åñêàÿ
ïîëÿðèçàöèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïàäàþ-
ùåé âîëíû.
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ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû ïàäàþùåãî ñâåòà λ = 2πc/ω, ò.å.
λ

a
∼ c

ωa
À 1 .

Åñëè ïðè ýòîì åå äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ε(ω) íå ñëèø-
êîì âåëèêà, à èìåííî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

1 <
√

ε ¿ c

ωa
, (6.1)

òî ìîæíî ðåøàòü ñòàòè÷åñêóþ çàäà÷ó (óðàâíåíèå Ëàïëàñà) êàê
âíå, òàê è âíóòðè ïûëèíêè. 18) Â ñàìîì äåëå, õàðàêòåðíàÿ äëè-
íà âîëíû ñâåòà â äèýëåêòðèêå ñîñòàâëÿåò λε ∼ c/ω

√
ε, è îöåíêà

(6.1) ðàâíîñèëüíà òðåáîâàíèþ λε À a. Â ðåçóëüòàòå âðåìåííûì
ñëàãàåìûì â îáùåì óðàâíåíèè äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ìîæ-
íî ïðåíåáðå÷ü âî âñåì ïðîñòðàíñòâå. 19)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â çàäà÷å 4 ìû òðåáîâàëè âûïîëíåíèÿ ïðî-
òèâîïîëîæíîãî ïî îòíîøåíèþ ê (6.1) íåðàâåíñòâà, ñïðàâåäëèâîãî
äëÿ õîðîøåãî ìåòàëëà (ñì. (4.3) è (4.4)):

√
|ε| ≈ ωp

ω
À c

ωa
.

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëÿðèçàöèÿ ïûëèíêè áûëà ñîñðåäîòî÷åíà òîëüêî
â òîíêîì ñêèí-ñëîå ó åå ïîâåðõíîñòè.

Óðàâíåíèå Ëàïëàñà äëÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ϕ,
êîòîðîå ñïðàâåäëèâî êàê âíóòðè, òàê è âíå ïûëèíêè â ïðèáëè-
æåíèè a ¿ λ, λε (a � ðàäèóñ ïûëèíêè, λ � äëèíà âîëíû ïàäàþ-
ùåãî ñâåòà, λε = λ/

√
ε � äëèíà âîëíû âíóòðè ïûëèíêè), ðåøàåì

â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ñì. çàäà÷ó 4):




ϕ(r, θ) = Cr cos θ , r 6 a ,

ϕ(r, θ) =
(
−Er +

D

r2

)
cos θ , r > a .

18)Íåðàâåíñòâî (6.1) îñîáåííî õîðîøî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïîëÿðíûõ äèýëåê-
òðèêîâ, ó êîòîðûõ ïðîíèöàåìîñòü ε áëèçêà ê åäèíèöå â ñâåòîâîì äèàïàçîíå
÷àñòîò (ñì. çàäà÷ó 3).

19)Ñì. îöåíêó ñëàãàåìûõ â îáùåì óðàâíåíèè äëÿ ïîòåíöèàëà, ïðîèçâåäåí-
íóþ â çàäà÷å 4.
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Çäåñü E = E0 exp(−iωt) � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
â ïàäàþùåé ñâåòîâîé âîëíå. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè
ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõíîñòè ïûëèíêè (ïðè r = a), ïîëó÷èì ñâÿçü
ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè C è D:

C = −E +
D

a3
.

Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷å-
ñêîé èíäóêöèè íà ïîâåðõíîñòè ïûëèíêè âûòåêàåò åùå îäíî óðàâ-
íåíèå äëÿ êîíñòàíò C, D:

−εC = E +
2D

a3
.

Èñêëþ÷àÿ èç äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé D, íàéäåì çíà÷åíèå C:

C = − 3
ε + 2

E .

Òàêèì îáðàçîì, îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âíóòðè ïûëèíêè
èìååò íàïðÿæåííîñòü

Ein =
3

ε + 2
E .

Ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîëÿðèçàöèÿ (äèïîëüíûé ìîìåíò åäèíèöû îáúå-
ìà), êîòîðàÿ, åñòåñòâåííî, òîæå îäíîðîäíà âñþäó âíóòðè ïûëèí-
êè, ðàâíà

Pin =
(ε− 1)

4π
Ein =

3
4π

(
ε− 1
ε + 2

)
E ,

à äèïîëüíûé ìîìåíò âñåé ïûëèíêè ñîñòàâëÿåò

p =
4πa3

3
Pin =

(
ε− 1
ε + 2

)
a3E . (6.2)

Ïî ñâîåé ñòðóêòóðå äàííîå ðåøåíèå ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíî õî-
ðîøî èçâåñòíîìó âûðàæåíèþ äëÿ ñòàòè÷åñêîãî äèïîëüíîãî ìî-
ìåíòà, ïðèîáðåòàåìîãî äèýëåêòðè÷åñêèì øàðèêîì â ïîñòîÿííîì
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ïîëå. Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â òîì, ÷òî âìåñòî ñòàòè÷åñêîé
äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè εst â (6.2) âõîäèò çíà÷åíèå ε(ω),
ñîîòâåòñòâóþùåå ÷àñòîòå âèäèìîãî ñâåòà. Ó ïîëÿðíûõ äèýëåêòðè-
êîâ εst ìîæåò íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ïðåâîñõîäèòü ε(ω) (â ñâåòî-
âîì äèàïàçîíå ÷àñòîò).

Òåïåðü íàì íå ñîñòàâèò òðóäà îïðåäåëèòü èíòåíñèâíîñòü èçëó-
÷åíèÿ, ñîçäàâàåìîãî ïåðåìåííûì äèïîëüíûì ìîìåíòîì. Ïî àíà-
ëîãèè ñ ðåøåíèåì çàäà÷è 4 çàïèøåì, ÷òî ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë
èíäóöèðóåìîãî ïûëèíêîé ïîëÿ åñòü

ϕp =
(p, r)

r3
≡ p cos θ

r2
,

è ïåðåéäåì îò íåãî ê âåêòîðíîìó ïîòåíöèàëó ïîñðåäñòâîì óðàâ-
íåíèÿ Ëîðåíöà (ñì. (4.9)):

Ap =
ṗ
cr

= − iωa3

cr

(
ε− 1
ε + 2

)
E . (6.3)

Äàííîå ñîîòíîøåíèå, ðàçóìååòñÿ, ñïðàâåäëèâî òîëüêî â âîëíîâîé
çîíå (r À λ). Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðåøåíèå (6.3) áûëî ïîëó÷å-
íî ïðè îãðàíè÷åíèè (6.1) íà âåëè÷èíó ε, â ïðåäåëå ε → ∞ îíî
ïåðåõîäèò â ôîðìóëó (4.9) äëÿ õîðîøåãî ìåòàëëà.

Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ â èçëó÷àåìîé ÷àñòèöåé âîëíå
ñóòü Hi = rotAp. Íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò ÷àñòèöû (â âîëíîâîé
çîíå, r À λ) ðàáîòàåò ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå:

Hi =
1
c
[Ȧp,n] .

Çäåñü n = r/r � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè èçëó÷åíèÿ. Ïîä-
ñòàâëÿÿ â ýòó ôîðìóëó âåêòîðíûé ïîòåíöèàë Ap èç (6.3), íàéäåì

Hi = −ω2a3

c2r

(
ε− 1
ε + 2

)
[E,n] .

Óãîë ìåæäó E è n îáîçíà÷èì ÷åðåç θ (ðèñ. 3), à óãîë ìåæäó
íàïðàâëåíèåì ïàäàþùåé âîëíû (n0) è ðàññåÿííîé (n) � ïîñðåä-
ñòâîì ϑ (òàê íàçûâàåìûé óãîë ðàññåÿíèÿ). Èç ðèñ. 3 ñëåäóåò, ÷òî
cos θ = sin ϑ cosϕ.
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Òåïåðü ó íàñ åñòü âñå, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñðåäíþþ ïî âðåìåíè
èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ â òåëåñíûé óãîë dΩ = 2π sinϑdϑ:

dI =
c

8π
|Hi|2r2dΩ =

E2
0

8π

(
ε− 1
ε + 2

)2 ω4a6

c3
sin2 θdΩ .

Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ïîëó÷èòñÿ äåëåíèåì dI íà
ñðåäíþþ ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè ïàäàþùåãî ñâåòà cE2

0/8π:

dσð =
(

ε− 1
ε + 2

)2 ω4a6

c4

{
1− sin2 ϑ cos2 ϕ

}
dΩ .

Äëÿ ïåðåõîäà ê íåïîëÿðèçîâàííîìó ñîëíå÷íîìó ñâåòó ìû äîëæíû
óñðåäíèòü dσð ïî óãëó ϕ (ñì. ðèñ. 3):

〈dσð〉 =
(

ε− 1
ε + 2

)2 ω4a6

c4

(1 + cos2 ϑ)
2

dΩ . (6.4)

Èíòåãðèðóÿ ïî âñåìó òåëåñíîìó óãëó, íàõîäèì ïîëíîå ñå÷åíèå ðàñ-
ñåÿíèÿ:

〈σð〉 =
8π

3

(
ε− 1
ε + 2

)2 ω4a6

c4
. (6.5)

Îíî, êàê è â ñëó÷àå ïðîâîäÿùåé ïûëèíêè, ïðîïîðöèîíàëüíî ÷åò-
âåðòîé ñòåïåíè ÷àñòîòû è â ïðèáëèæåíèè a ¿ λ ∼ c/ω ñóùå-
ñòâåííî ìåíüøå ãåîìåòðè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ ïûëèíêè πa2. Îòíîøå-
íèå (6.5) ê ñå÷åíèþ ðàññåÿíèÿ σðì íà ìåòàëëè÷åñêîé ïûëèíêå òîãî
æå ðàäèóñà (ôîðìóëà (4.15)) åñòü

σð
σðì

= 0.8 ·
(

ε− 1
ε + 2

)2

< 1 .

Òàêèì îáðàçîì, ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà äèýëåêòðè÷åñêîé ïûëèíêå
ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ âñåãäà ìåíüøå, ÷åì íà ìåòàëëè÷å-
ñêîé. Îòíîøåíèå σð/σðì íå ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïðè ε →∞, òàê
êàê ìåòàëë äàåò äîïîëíèòåëüíûé âêëàä â ðàññåÿíèå ïîñðåäñòâîì
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ìàãíèòíîé ïîëÿðèçàöèè, êîòîðîé ìû ïðåíåáðåãëè ïðè ðàññìîòðå-
íèè äèýëåêòðèêà.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ðàçìåð ïûëèíêè ìíîãî áîëüøå äëè-
íû âîëíû ñâåòà (îáðàòíûé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé), òî ñå÷åíèå ðàññå-
ÿíèÿ ïðîñòî ñîâïàäàåò ñ åå ãåîìåòðè÷åñêèì ñå÷åíèåì πa2 íåçàâè-
ñèìî îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ïûëèíêà äèýëåêòðè÷åñêîé èëè ìåòàë-
ëè÷åñêîé. Ïîñòàðàéòåñü ñàìîñòîÿòåëüíî äàòü îáúÿñíåíèå ýòîìó
ðåçóëüòàòó.

2. Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïîãëîùåíèþ ñâåòà äèýëåêòðè÷åñêèìè
ïûëèíêàìè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì êàïåëüêè âîäû ñóá-
ìèêðîííîãî ðàçìåðà, ïðèñóòñòâóþùèå â áîëüøîì êîëè÷åñòâå â àò-
ìîñôåðå. Ìîëåêóëà âîäû ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðíîé, è åå ïîëÿðèçóåìîñòü
α(ω) ðåçêî óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì ÷àñòîòû ω âíåøíåé ýëåêòðîìàã-
íèòíîé âîëíû. Ñîãëàñíî ìîäåëè Äåáàÿ

α(ω) =
α0

1− iωτ
,

ãäå α0 � ñòàòè÷åñêàÿ îðèåíòàöèîííàÿ ïîëÿðèçóåìîñòü, à τ � íåêî-
òîðîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè (ñì. çàäà÷ó 3). Â æèäêîñòÿõ ýòî âðåìÿ
ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç ðàäèóñ ìîëåêóëû r0 (êîòîðàÿ ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöåé), àáñîëþòíóþ òåìïåðàòóðó T è
êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè æèäêîñòè η:

τ =
4πηr0

T
.

Ê ïðèìåðó, äëÿ ìîëåêóëû âîäû ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå, ïî-
ëàãàÿ r0 = 0.1 íì, íàéäåì çíà÷åíèå τ = 10−11 ñ. Â ðåçóëüòàòå äëÿ
÷àñòîò èç âèäèìîãî äèàïàçîíà âåëè÷èíà ωτ À 1, è

α(ω) ≈ iα0

ωτ
.

Êàê è â ðàññìîòðåííîì âûøå ñëó÷àå ðàññåÿíèÿ, ìàãíèòíîé ïîëÿ-
ðèçàöèåé ïðåíåáðåãàåì ïî ñðàâíåíèþ ñ ýëåêòðè÷åñêîé.

Èíäóöèðîâàííûé äèïîëüíûé ìîìåíò êàïåëüêè, î÷åâèäíî, ðà-
âåí

p = naV Re [α(ω)Ein] . (6.6)
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Çäåñü na � êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóë â êàïåëüêå, à V = 4πa3/3 �
åå îáúåì. Íàïðÿæåííîñòü îäíîðîäíîãî ïîëÿ âíóòðè êàïåëüêè Ein

ñâÿçàíà ñ íàïðÿæåííîñòüþ âíåøíåãî ïîëÿ E = E0 exp(−iωt) óæå
ïîëó÷åííûì â ýòîé çàäà÷å ñîîòíîøåíèåì

Ein =
3

ε + 2
E , (6.7)

ãäå ε � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü. Ïîñëåäíþþ ëåãêî îïðå-
äåëèòü èç ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëû äëÿ ïîëÿðèçàöèè êàïåëüêè
α(ω):

Pin = i
naα0

ωτ
Ein =

(ε− 1)
4π

Ein ,

ε = εe + i
4πnaα0

ωτ
. (6.8)

Çäåñü ìû ó÷ëè íå òîëüêî îðèåíòàöèîííóþ (ìíèìóþ) ÷àñòü ïîëÿ-
ðèçóåìîñòè ìîëåêóë, íî è äîáàâèëè ýëåêòðîííóþ (âåùåñòâåííóþ)
êîìïîíåíòó εe, êîòîðàÿ ñëàáî çàâèñèò îò ÷àñòîòû ñâåòà. Îïðåäå-
ëÿÿ äëÿ óäîáñòâà áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð γ = 4πnaα0/3ωτ , 20) íà
îñíîâàíèè (6.7) íàéäåì

Ein =
1

(εe + 2)/3 + iγ
E .

Ñëåäîâàòåëüíî, âåùåñòâåííûé äèïîëüíûé ìîìåíò êàïåëüêè â ñî-
îòâåòñòâèè ñ (6.6) ðàâåí

p = a3Re
[
(εe − 1)/3 + iγ
(εe + 2)/3 + iγ

E0 exp(−iωt)
]
.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü ïîãëîùàåìóþ êàïåëüêîé ìîùíîñòü
Q, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì Äæîóëÿ�Ëåíöà:

Q = −pRe
{

dEin

dt

}
.

20)Äëÿ âîäû ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ è ñâåòîâîãî äèàïàçîíà ÷àñòîò
γ ≈ 2.5 · 10−5 ¿ 1.



Ðàññåÿíèå è ïîãëîùåíèå ñâåòà äèýëåêòðè÷åñêèìè ïûëèíêàìè 51

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèÿ äëÿ p, Ein è ïðîèçâîäÿ óñðåäíåíèå
ïî ïåðèîäó âíåøíåãî ïîëÿ, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïî-
ëó÷èì äîñòàòî÷íî ïðîñòîå îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîãëî-
ùàåìîé êàïåëüêîé ìîùíîñòè; îíî íå ñîäåðæèò âåùåñòâåííîé êîì-
ïîíåíòû εe äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè:

Q =
1
2
a3γωE2

0 =
α0N

2τ
E2

0 .

Çäåñü N = naV � ÷èñëî ìîëåêóë â êàïåëüêå. Äåëÿ ýòî âûðàæåíèå
íà ïëîòíîñòü ïîòîêà ïàäàþùåé ñâåòîâîé ýíåðãèè cE2

0/8π, íàéäåì
ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ:

σï =
4πα0N

cτ
.

Ñòàòè÷åñêóþ îðèåíòàöèîííóþ ïîëÿðèçóåìîñòü α0 ìîæíî âûðà-
çèòü ÷åðåç èçâåñòíóþ èç ýêñïåðèìåíòà ñòàòè÷åñêóþ äèýëåêòðè-
÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü âîäû εst = 81 (ñòàòè÷åñêàÿ ôîðìóëà
Êëàóçèóñà�Ìîññîòòè):

α0 =
(

εst − 1
εst + 2

)
a3

m ,

am � ðàäèóñ ìîëåêóëû. Ïîñêîëüêó â æèäêîñòè ìîëåêóëû ïëîò-
íî óïàêîâàíû, ïðîèçâåäåíèå (4πa3

m/3)N åñòü îáúåì êàïåëüêè V .
Â èòîãå

σï = 3
(

εst − 1
εst + 2

)
V

cτ
.

Äëÿ êàïåëüêè ðàäèóñà a = 0.1 ìêì îòíîøåíèå äàííîãî ñå÷åíèÿ ïî-
ãëîùåíèÿ ê ãåîìåòðè÷åñêîìó ñå÷åíèþ πa2 ðàâíî 1.3 · 10−4. Â ïðè-
áëèæåíèè ωτ À 1 ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ ñâåòà â êàïåëüêàõ, ñîñòîÿ-
ùèõ èç ïîëÿðíîãî äèýëåêòðèêà, íå çàâèñèò îò åãî ÷àñòîòû.

Îòìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå (6.5) äëÿ ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ñâå-
òà â ñëó÷àå ñ êàïåëüêîé âîäû íóæíî èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèå
ε = εe ≈ 1.8. Ìàëîé ìíèìîé äîáàâêîé 3iγ â îáùåì âûðàæåíèè
(6.8) äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü â
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ñâåòîâîì äèàïàçîíå ÷àñòîò. Îòíîøåíèå ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ê ãåî-
ìåòðè÷åñêîìó ñå÷åíèþ äëÿ êàïåëüêè ðàäèóñà 0.1 ìêì ðàâíî 0.3.
Òàêèì îáðàçîì, ñâåò â îñíîâíîì ðàññåèâàåòñÿ íà ìèêðîêàïåëüêàõ
âîäû, à íå ïîãëîùàåòñÿ. Õàðàêòåðíàÿ äëèíà ïîãëîùåíèÿ ñâåòà â
àòìîñôåðå ïðè êîíöåíòðàöèè êàïåëåê N = 108 1/ñì3 (êîãäà îíè
çàíèìàþò âñåãî 4 · 10−7 îò îáùåãî îáúåìà âîçäóõà) ñîñòàâëÿåò
l = 1/Nσï = 2 êì, â òî âðåìÿ êàê äëèíà ðàññåÿíèÿ îêàçûâàåòñÿ
ïîðÿäêà îäíîãî ìåòðà.

Çàäà÷à 7. Ðàññåÿíèå ñîëíå÷íîãî ñâåòà íà ôëóêòóàöèÿõ
ïëîòíîñòè è íà îòäåëüíûõ ìîëåêóëàõ.
Îïðåäåëèòü èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿíèÿ ñâåòà ñòàòèñòè÷åñêè-
ìè ôëóêòóàöèÿìè ïëîòíîñòè â íèæíèõ ñëîÿõ àòìîñôåðû. Ðàñ-
ñìîòðåòü òàêæå ðàññåÿíèå íà îòäåëüíûõ ìîëåêóëàõ â âåðõíèõ
ñëîÿõ àòìîñôåðû.

Ðåøåíèå. Â âåðõíèõ ñëîÿõ àòìîñôåðû äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà
ìîëåêóë âîçäóõà âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû èçëó÷åíèÿ,
è ðàññåÿíèå íà êàæäîé ìîëåêóëå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåçàâè-
ñèìî, ñóììèðóÿ çàòåì âêëàäû îò îòäåëüíûõ ìîëåêóë. Â íèæíèõ
ñëîÿõ àòìîñôåðû êàðòèíà îáðàòíàÿ � äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà
âåñüìà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû âèäèìîãî ñâåòà, ïîýòî-
ìó èìååò ìåñòî ðàññåÿíèå íå íà îòäåëüíûõ ìîëåêóëàõ âîçäóõà, à
íà ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñðåäå. Òàêîå ðàññåÿíèå âîçìîæíî íà ëþáîé
ìàêðîñêîïè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäû; â îò-
ñóòñòâèe êàêîé-ëèáî íåîäíîðîäíîñòè ñâåò â äèýëåêòðèêå ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ áåç ðàññåÿíèÿ (ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà äëÿ
äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäû).

1. Ìàêðîñêîïè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòüþ, îáóñëàâëèâàþùåé
ðàññåÿíèå ñâåòà â íèæíèõ ñëîÿõ àòìîñôåðû, ñëóæàò ñòàòèñòè-
÷åñêèå ôëóêòóàöèè ïëîòíîñòè âîçäóõà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N ÷èñëî
ìîëåêóë â íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì îáúåìå V . Ýòîò îáúåì äîë-
æåí áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû ê íàõîäÿùèìñÿ â íåì ìî-
ëåêóëàì ìîæíî áûëî ïðèìåíÿòü çàêîíû ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè.
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Ôëóêòóàöèþ êîëè÷åñòâà ìîëåêóë â îáúåìå V îáîçíà÷èì ïîñðåä-
ñòâîì δN . Äèýëåêòðè÷åñêàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü âîçäóõà àòìîñôåðû
χ ïðîïîðöèîíàëüíà êîíöåíòðàöèè ìîëåêóë n = N/V . À èìåííî,
äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñâåòà ñ ÷àñòîòîé ω

χ(ω) =
ne2

m

∑

j

fj

ω2
j − ω2

. 21) (7.1)

Çäåñü m, e � ìàññà è çàðÿä ýëåêòðîíà, ωj � ñîáñòâåííûå ÷àñòî-
òû ýëåêòðîíîâ â ìîëåêóëå, áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà fj � ñèëà îñ-
öèëëÿòîðà. Ó ïîâåðõíîñòè Çåìëè ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóë
ñîñòàâëÿåò n = 2.7 · 1019 1/ñì3, è ñòàòè÷åñêàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ
âîñïðèèì÷èâîñòü âîçäóõà χñò = χ(0) = 4.4·10−5. Òàê êàê ñîáñòâåí-
íûå ÷àñòîòû ýëåêòðîííîãî äâèæåíèÿ ìîëåêóë àçîòà è êèñëîðîäà
çàìåòíî (â ðàçû) ïðåâûøàþò ÷àñòîòó âèäèìîãî ñâåòà, ôóíêöèÿ
χ(ω) áëèçêà ê χñò. Íàïðèìåð, â ìîëåêóëå àçîòà ýíåðãèÿ ïåðâîãî
âîçáóæäåííîãî ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà 6 ýÂ, à åå ïîòåíöè-
àë èîíèçàöèè � 15.6 ýÂ, â òî âðåìÿ êàê ýíåðãèÿ ôîòîíà, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî çåëåíîìó ñâåòó, ñîñòàâëÿåò âñåãî îêîëî 2.5 ýÂ. Êâàä-
ðàòû ýòèõ âåëè÷èí îòëè÷àþòñÿ ñóùåñòâåííî (ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
ω2

j À ω2), è ïîýòîìó ôóíêöèÿ χ(ω) ñëàáî çàâèñèò îò ÷àñòîòû â
ðàññìàòðèâàåìîì äèàïàçîíå.

Ïîñêîëüêó ïðè ôèêñèðîâàííîì îáúåìå V âåëè÷èíà χ ∼ N , òî
äëÿ ôëóêòóàöèè äèýëåêòðè÷åñêîé âîñïðèèì÷èâîñòè, ñâÿçàííîé ñ
ôëóêòóàöèåé ïëîòíîñòè âîçäóõà, ïîëó÷èì

δχ

〈χ〉 =
δN

〈N〉 . (7.2)

Ñèìâîëîì 〈 〉 îáîçíà÷åíî óñðåäíåíèå ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó ðàñïðå-
äåëåíèþ ÷èñëà ìîëåêóë. Äèïîëüíûé ìîìåíò P åäèíèöû îáúåìà
âîçäóõà àòìîñôåðû (ïîëÿðèçàöèÿ), ñîçäàííûé ñîëíå÷íûì ñâåòîì

21)Äàííîå âûðàæåíèå ñëåäóåò èç îáùåé ôîðìóëû Äðóäå (1.3) (ñì. çàäà÷ó 1),
åñëè ðàññìàòðèâàòü äèýëåêòðè÷åñêóþ ñðåäó (áåç ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ).
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ñ íàïðÿæåííîñòüþ ïîëÿ E = E0 cos(ωt), ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí

P = χE .

Ðàññåÿíèå ñîçäàåòñÿ ôëóêòóàöèåé δχ, ò.å. îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì
ôëóêòóàöèè ïîëÿðèçàöèè

δP = δχ ·E .

Èíäóöèðîâàííûé äèïîëüíûé ìîìåíò p îáúåìà V , òàêèì îáðàçîì,
ðàâåí

p = δP · V = δχ ·EV , p̈ = −ω2δχ ·EV .

Åñëè äàííîå çíà÷åíèå óñðåäíèòü ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó ðàñïðåäå-
ëåíèþ ÷èñëà ìîëåêóë â îáúåìå V , òî îíî, î÷åâèäíî, îáðàòèòñÿ
â íóëü. Îäíàêî äèïîëüíîå ðàññåÿíèå ïðîïîðöèîíàëüíî íå ñàìîé
ïðîèçâîäíîé p̈, à åå êâàäðàòó. Äåéñòâèòåëüíî, ìîùíîñòü äèïîëü-
íîãî èçëó÷åíèÿ îáúåìà V ñîãëàñíî èçâåñòíîé ôîðìóëå ñîñòàâëÿåò

IV =
2p̈2

3c3
.

Óñðåäíåíèå äàííîãî âûðàæåíèÿ ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ ñ ó÷åòîì (7.2) äàåò

〈IV 〉 =
2〈p̈2〉
3c3

=
2ω4V 2E2

0 cos2(ωt)
3c3

〈(δχ)2〉 =

=
2ω4E2

0 cos2(ωt)〈χ〉2
3〈n〉2c3

〈(δN)2〉 ,

ãäå 〈n〉 = 〈N〉/V � ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóë. Âåëè÷èíà
〈(δN)2〉 åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ôëóêòóàöèÿ
÷èñëà ìîëåêóë â âûäåëåííîì îáúåìå. Èç ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè
èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå èäåàëüíîãî ãàçà îíà ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì
÷èñëîì ìîëåêóë â äàííîì îáúåìå: 〈(δN)2〉 = 〈N〉. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî
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â ïîñëåäíþþ ôîðìóëó è ïðîèçâîäÿ óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè (êî-
òîðîå îáîçíà÷èì ÷åðòîé), íàéäåì ñðåäíþþ ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ
îáúåìà V :

〈IV 〉 =
ω4E2

0〈χ〉2
3〈n〉2c3

〈N〉 .

Äëÿ ìîùíîñòè ðàññåÿíèÿ åäèíèöû îáúåìà àòìîñôåðû èìååì

I =
〈IV 〉
V

=
ω4E2

0〈χ〉2
3〈n〉c3

.

Íàêîíåö, îáîçíà÷àÿ

f(ω) =
∑

j

fj/(ω2
j − ω2)

â âûðàæåíèè äëÿ χ, ïîëó÷èì èçâåñòíóþ ôîðìóëó Ðåëåÿ:

I =
〈n〉e4

m2

ω4f2(ω)
3c3

E2
0 . (7.3)

Âåëè÷èíà I èìååò ðàçìåðíîñòü Âò/ì3. Ìû âèäèì, ÷òî ìîùíîñòü
ðàññåÿíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êîíöåíòðàöèè ìîëåêóë n, è ïîýòîìó
îñíîâíîé âêëàä â ðàññåÿíèå ñîëíå÷íîãî ñâåòà äàþò íèæíèå ñëîè
àòìîñôåðû.

Ñðåäíèé ïî âðåìåíè ïîòîê ýíåðãèè ñîëíå÷íîãî ñâåòà ÷åðåç åäè-
íè÷íóþ ïëîùàäêó (âåêòîð Ïîéíòèíãà) ðàâåí cE2

0/8π. Èç-çà ðàñ-
ñåÿíèÿ ýòîò ïîòîê óáûâàåò ñ ðàññòîÿíèåì z:

dS

dz
= −I = −S

l
. (7.4)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.3)

l =
3c4m2

8π〈n〉e4

1
ω4f2(ω)

. (7.5)
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Èíòåãðèðóÿ (7.4), ïîëó÷èì çàêîí, ïî êîòîðîìó óìåíüøàåòñÿ èí-
òåíñèâíîñòü ïðÿìîãî ñîëíå÷íîãî ñâåòà ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê
ïîâåðõíîñòè Çåìëè:

S(z) = S0 exp(−z/l) .

Çäåñü S0 � íà÷àëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü (â âåðõíèõ ñëîÿõ àòìîñôå-
ðû). Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà l îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíóþ äëèíó
ðàññåÿíèÿ ñîëíå÷íîãî ñâåòà. Ïîñêîëüêó

r0 =
e2

mc2
= 2.82 · 10−13 ñì

åñòü êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà, ñîîòíîøåíèå (7.5) ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü â âèäå

l =
3
8π

1
〈n〉r2

0

1
ω4f2(ω)

. (7.6)

Íàèáîëåå ñèëüíàÿ çàâèñèìîñòü l îò ÷àñòîòû ñâåòà îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ ïîñðåäñòâîì ìíîæèòåëÿ ω4, ñòîÿùåãî â çíàìåíàòåëå. Ïîëàãàÿ
f(ω) ≈ const â âèäèìîì äèàïàçîíå ÷àñòîò (ñì. îöåíêè â íà÷àëå
ýòîé çàäà÷è), ïðèäåì ê âûâîäó, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû âîëíû
ñâåòà îò 0.35 ìêì (ôèîëåòîâûé) äî 0.7 ìêì (êðàñíûé) äëèíà ðàñ-
ñåÿíèÿ l ñîãëàñíî (7.6) óâåëè÷èâàåòñÿ â 16 ðàç. Èìåííî ïî ýòîé
ïðè÷èíå íà çàêàòå Ñîëíöå ïðèîáðåòàåò îðàíæåâî-êðàñíûå òîíà.
Ïðè íîðìàëüíûõ àòìîñôåðíûõ óñëîâèÿõ (n = 2.7·1019 1/ñì3) l ñî-
ñòàâëÿåò 30, 77 è 160 êì äëÿ ôèîëåòîâîãî (λ = 0.4 ìêì), çåëåíîãî
(λ = 0.5 ìêì) è îðàíæåâîãî (λ = 0.6 ìêì) öâåòà ñîîòâåòñòâåííî.
Ãîëóáîé öâåò íåáà îáóñëîâëåí íàëîæåíèåì çàâèñèìîñòè ìîùíî-
ñòè ðàññåÿíèÿ ñâåòà îò ÷àñòîòû (ôîðìóëà (7.3)) íà ñïåêòðàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè â èçëó÷åíèè Ñîëíöà, êîòîðîå ïðèñóòñòâó-
åò â àìïëèòóäíîé ôóíêöèè E0(ω). Ìàêñèìóì ôóíêöèè ω4E2

0(ω)
ïðèõîäèòñÿ êàê ðàç íà äëèíó âîëíû ãîëóáîãî öâåòà.

Ñðàâíèì ðàññåÿíèå ñâåòà íà ôëóêòóàöèÿõ ïëîòíîñòè àòìîñôå-
ðû ñ ðàññåÿíèåì íà äèýëåêòðè÷åñêîé ïûëè. Ñîãëàñíî ðåøåíèþ
çàäà÷è 6 (ôîðìóëà (6.5)) ìîùíîñòü ðàññåÿíèÿ â åäèíèöå îáúåìà,
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ñîäåðæàùåé nï ïûëèíîê, ðàâíà

Iï = σð
cE2

0

8π
nï =

(
ε− 1
ε + 2

)2 nïω4a6

3c3
E2

0 .

Â ðåçóëüòàòå
Iï
I

=
(

ε− 1
ε + 2

)2 nï
n

a4

f2(ω)c4

(
a

r0

)2

. (7.7)

Äëÿ âèäèìîãî ñâåòà ôóíêöèÿ f(ω) â ñèëó îöåíêè ω2
j À ω2 ïî

ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà 1/ω2
j . Çíà÷èò, òðåòüÿ äðîáü â (7.7) îöå-

íèâàåòñÿ êàê (ωja/c)4. Äëÿ òèïè÷íîãî ðàçìåðà ïûëèíêè a = 0.1
ìêì è çíà÷åíèÿ ωj = 1016 1/c ïîëó÷èì ωja/c = 0.03; ñîîòâåòñòâåí-
íî (ωja/c)4 ∼ 10−6. Èç (7.7), îäíàêî, ñëåäóåò, ÷òî äàæå ïðè ìàëîé
êîíöåíòðàöèè ïûëèíîê (êîãäà nï ¿ n) ðàññåÿíèå íà íèõ ìîæåò
ïðåîáëàäàòü íàä ðýëååâñêèì ðàññåÿíèåì íà ôëóêòóàöèÿõ ïëîòíî-
ñòè, ïîñêîëüêó ðàçìåð ïûëèíêè a íà ìíîãî ïîðÿäêîâ ïðåâîñõîäèò
êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà r0. Îáà âêëàäà ñðàâíèìû äðóã
ñ äðóãîì, êîãäà êîíöåíòðàöèÿ ñóáìèêðîííûõ ïûëèíîê â 105 ðàç
ìåíüøå êîíöåíòðàöèè ìîëåêóë âîçäóõà.

2. Ïðè äèïîëüíîì ðàññåÿíèè ñâåòà íà ôëóêòóàöèÿõ ïëîòíî-
ñòè âîçäóõà äëèíà âîëíû ñâåòà λ äîëæíà çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàòü
äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóëû lñï. Òîëüêî â ïðåäåëå lñï ¿ λ,
êîòîðûé ðåàëèçóåòñÿ â íèæíèõ ñëîÿõ àòìîñôåðû, ãàçîâóþ ñðåäó
ìîæíî ñ÷èòàòü ìàêðîñêîïè÷åñêîé è ïðèìåíÿòü ê íåé çàêîíû ñòà-
òèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà lñï À λ,
èìååò ìåñòî â âåðõíèõ ñëîÿõ àòìîñôåðû, ãäå ïðîèñõîäèò äèïîëü-
íîå ðàññåÿíèå ñâåòà íà êàæäîé îòäåëüíî âçÿòîé ìîëåêóëå ñðåäû.
Èññëåäóåì òàêîå ðàññåÿíèå. 22)

Óðàâíåíèå Íüþòîíà äëÿ ýëåêòðîíà, ñîâåðøàþùåãî âûíóæäåí-
íûå êîëåáàíèÿ â ìîëåêóëå ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω0, èìååò âèä

mr̈ = −mω2
0r− eE0e

−iωt .

22)Ðàíåå ðàññìàòðèâàëîñü ðàññåÿíèå íå íà îòäåëüíûõ ìîëåêóëàõ, à íà ìèê-
ðî÷àñòèöàõ, ñîñòîÿùèõ èç áîëüøîãî ÷èñëà ìîëåêóë (è ÿâëÿþùèõñÿ ïî ýòîé
ïðè÷èíå ñïëîøíîé ñðåäîé).
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Åãî ðåøåíèå:
r =

−eE0e
−iωt

m(ω2
0 − ω2)

.

Èíäóöèðîâàííûé äèïîëüíûé ìîìåíò ìîëåêóëû åñòü

p = −er =
e2E0e

−iωt

m(ω2
0 − ω2)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíÿÿ ïî âðåìåíè ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ îäíîé
ìîëåêóëû ðàâíà

I1 =
2

3c3
(Re(p̈))2 =

e4ω4E2
0

3m2c3(ω2
0 − ω2)2

.

Óìíîæàÿ ýòó âåëè÷èíó íà êîíöåíòðàöèþ ìîëåêóë n, ïîëó÷èì
ìîùíîñòü ðàññåÿíèÿ åäèíèöû îáúåìà ãàçà:

I = nI1 =
ne4ω4E2

0

3m2c3(ω2
0 − ω2)2

.

Ýòî âûðàæåíèå ïî ñòðóêòóðå ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (7.3) äëÿ ðýëå-
åâñêîãî ðàññåÿíèÿ; òàêèì îáðàçîì, ìîùíîñòè ðàññåÿíèÿ íà îòäåëü-
íûõ ìîëåêóëàõ âîçäóõà è íà ôëóêòóàöèÿõ åãî ïëîòíîñòè äàþòñÿ
îäèíàêîâûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Îäíàêî èç-çà òîãî, ÷òî îáå îíè ïðî-
ïîðöèîíàëüíû êîíöåíòðàöèè ìîëåêóë âîçäóõà n, äîìèíèðóþùèì
îêàçûâàåòñÿ ðàññåÿíèå ñâåòà íà ôëóêòóàöèÿõ ïëîòíîñòè â íèæíèõ
ñëîÿõ àòìîñôåðû, ãäå äëèíà âîëíû ñâåòà âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ
äëèíîé ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóëû ãàçà.

Ôîðìóëà (7.3) òàêæå ñïðàâåäëèâà â ïåðåõîäíîé îáëàñòè, ãäå
lñï ∼ λ. Äàííàÿ îáëàñòü ñîîòâåòñòâóåò äëèíå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà
ïîðÿäêà 0.5 ìêì, òîãäà êàê ó ïîâåðõíîñòè Çåìëè lñï ∼ 0.01 ìêì.
Äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà êîíöåíòðà-
öèè ìîëåêóë; óìåíüøåíèå êîíöåíòðàöèè â 50 ðàç ïðîèñõîäèò íà
âûñîòå îêîëî 30 êì. Èìåííî â ðàéîíå ýòîé âûñîòû íàáëþäàåòñÿ
ïëàâíûé ïåðåõîä îò ðàññåÿíèÿ íà ôëóêòóàöèÿõ ïëîòíîñòè ê ðàñ-
ñåÿíèþ íà îòäåëüíûõ ìîëåêóëàõ ãàçà.
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Çàäà÷à 8. Äàâëåíèå ñîëíå÷íîãî ñâåòà íà ìàëûå ïûëèíêè
â àòìîñôåðå.
Îïðåäåëèòü ñèëó äàâëåíèÿ ñâåòà íà ìàëûå ïûëèíêè ñôåðè÷åñêîé
ôîðìû.

Ðåøåíèå. Ïðè ðàññåÿíèè íà óãîë ϑ ñâåòîâûå ôîòîíû îêàçûâàþò
äàâëåíèå, ðàâíîå èçìåíåíèþ ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè
ïîòîêà èìïóëüñà âîëíû:

pc =
S

c
(1− cosϑ) . (8.1)

Çäåñü S = cE2
0/8π � ñðåäíåå ïî âðåìåíè çíà÷åíèå âåêòîðà Ïîéí-

òèíãà (Âò/ì2) â ïàäàþùåé âîëíå. ×òîáû îò äàâëåíèÿ ïåðåéòè ê
ñóììàðíîé ñèëå, íóæíî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå óãëîâîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ðàññåèâàåìîé ïûëèíêîé ìîùíîñòè, êîòîðîå äàåòñÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûì ñå÷åíèåì ðàññåÿíèÿ.

1. Ðàññìîòðèì äèýëåêòðè÷åñêèå ïûëèíêè. Ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (6.4):

dσð =
(

ε− 1
ε + 2

)2 ω4a6

c4

(1 + cos2 ϑ)
2

dΩ . (8.2)

Óìíîæàÿ èíòåíñèâíîñòü (âåêòîð Ïîéíòèíãà) ïàäàþùåé âîëíû íà
äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ, ïîëó÷èì ìîùíîñòü, èçëó-
÷àåìóþ ïûëèíêîé â òåëåñíûé óãîë dΩ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðå-
ìíîæåíèè (8.1) è (8.2) ñ ïîñëåäóþùèì èíòåãðèðîâàíèåì ïî âñåìó
òåëåñíîìó óãëó íàéäåì èñêîìóþ ñèëó äàâëåíèÿ íà ïûëèíêó:

Fð =
∫

pcdσð =
E2

0

8π

(
ε− 1
ε + 2

)2 ω4a6

2c4
×

×
π∫

0

(1− cosϑ)(1 + cos2 ϑ)2π sinϑdϑ =

=
(

ε− 1
ε + 2

)2 ω4a6

3c4
E2

0 .

(8.3)
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Ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ ñâåòà â äèýëåêòðè÷åñêîé ïûëèíêå îáû÷íî íà
íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøå ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ (ñì. çàäà÷ó 6), è
îíî ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò.

2. Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ìåòàëëè÷åñêîé ïûëèíêå. Ñîãëàñíî ôîð-
ìóëå (4.14) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ èìååì

dσð =
ω4a6

c4

{
5
8

+
5
8

cos2 ϑ− cosϑ

}
dΩ . (8.4)

Óìíîæàÿ (8.4) íà (8.1) è èíòåãðèðóÿ ïî âñåìó òåëåñíîìó óãëó,
ïîëó÷èì èñêîìóþ ñèëó ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ:

Fð =
∫

pcdσ =
E2

0

8π

ω4a6

c4
×

×
π∫

0

(1− cosϑ)
[
5
8

+
5
8

cos2 ϑ− cosϑ

]
2π sinϑdϑ =

=
7ω4a6

12c4
E2

0 .

(8.5)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðåäåë ε → ∞ â âûðàæåíèè (8.3) íå ñîâïàäàåò
ñ (8.5) èç-çà áîëüøîé ðîëè ìàãíèòíîé êîìïîíåíòû ðàññåÿíèÿ äëÿ
ìåòàëëè÷åñêîé ïûëèíêè.

Ê âûðàæåíèþ (8.5) íóæíî, îäíàêî, åùå äîáàâèòü âêëàä îò ïî-
ãëîùåííûõ ïûëèíêîé ôîòîíîâ; â îòëè÷èå îò äèýëåêòðèêà ïîãëî-
ùåíèå ñâåòà ìåòàëëîì ìîæåò áûòü ñðàâíèìî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû
ñ ðàññåÿíèåì (ñì. çàäà÷ó 5). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà ñèëû
åñòü

Fï =
S

c
σï ,

ãäå σï � ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ ìåòàëëè÷åñêîé ïûëèíêè. Ñîãëàñíî
ôîðìóëå (5.8)

σï =
3ωp

4σ0
a2.
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Çäåñü σ0 � ñòàòè÷åñêàÿ óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü ìåòàëëà, ωp � ïëàç-
ìåííàÿ ÷àñòîòà ýëåêòðîíîâ. 23) Ñëåäîâàòåëüíî, ñèëà äàâëåíèÿ,
îáóñëîâëåííàÿ ïîãëîùåíèåì, ñîñòàâëÿåò

Fï =
3

32π

(
ωp

σ0

)
a2E2

0 .

Ñóììàðíàÿ ñèëà äàâëåíèÿ íà ìåòàëëè÷åñêóþ ïûëèíêó, òàêèì îá-
ðàçîì, ðàâíà

F = Fð + Fï =
1
4

{
3
8π

(
ωp

σ0

)
+

7
3

(ωa

c

)4
}

a2E2
0 .

Âòîðîå ñëàãàåìîå â äàííîì âûðàæåíèè îáû÷íî ïðåîáëàäàåò íàä
ïåðâûì, ïîñêîëüêó ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ, êàê ïðàâèëî, çàìåòíî áîëü-
øå ñå÷åíèÿ ïîãëîùåíèÿ (ñì. îöåíêè â çàäà÷å 5).

Çàäà÷à 9. Ðàññåÿíèå ñîëíå÷íîãî ñâåòà íà ñâîáîäíûõ ýëåê-
òðîíàõ è àòîìàõ â èîíîñôåðå.
Ñðàâíèòü ðàññåÿíèå ñîëíå÷íîãî ñâåòà íà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíàõ
è íà íåéòðàëüíûõ àòîìàõ â èîíîñôåðå.

Ðåøåíèå. Âûðàæåíèå äëÿ ìîùíîñòè äèïîëüíîãî ðàññåÿíèÿ íà
íåéòðàëüíûõ àòîìàõ, ñîñòàâëÿþùèõ àáñîëþòíîå áîëüøèíñòâî â
ñëàáî èîíèçèðîâàííîé ïëàçìå èîíîñôåðû, áûëî ïîëó÷åíî â çàäà÷å
7 (ñì. (7.3)): 24)

Ia =
nae

4ω4f2(ω)
3m2c3

E2
0 . (9.1)

Ýòà âåëè÷èíà îòíåñåíà ê åäèíèöå îáúåìà ñðåäû; na ñóòü êîíöåí-
òðàöèÿ íåéòðàëüíûõ ìîëåêóë â èîíîñôåðå, m è e � ìàññà è çàðÿä

23)Ê ïðèìåðó, äëÿ ìåäíîé ïûëèíêè (ωp = 1.65 · 1016 1/ñ, σ0 = 5.3 · 1017 1/ñ)
σï ≈ 0.007πa2.

24)Â èîíîñôåðå ìîæíî ãîâîðèòü î ðàññåÿíèè íà îòäåëüíûõ àòîìàõ, ïîñêîëü-
êó äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò äëèíó âîëíû ñâåòà.
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ýëåêòðîíà, ôóíêöèÿ

f(ω) =
∑

j

fj/(ω2
j − ω2)

ñîäåðæèò ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ωj ýëåêòðîíîâ â àòîìàõ, E0 � àì-
ïëèòóäà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïàäàþùåé âîëíû, ω � åãî ÷àñòî-
òà. Â ñèëó îöåíîê, ïðèâåäåííûõ â çàäà÷å 7, äëÿ ÷àñòîò âèäèìî-
ãî ñâåòà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ω2 ¿ ω2

j , è ïîýòîìó ôóíêöèÿ
f(ω) ñëàáî çàâèñèò îò ÷àñòîòû; ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ìîæíî ïîëî-
æèòü f(ω) ≈ f(0). Çíà÷åíèå æå f(0) íåòðóäíî íàéòè èç ôîðìóëû
(7.1). Ââîäÿ õàðàêòåðíóþ ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó ω0 â ñîîòâåòñòâèè
ñ îïðåäåëåíèåì

1
ω2

0

= f(0) ≡
∑

j

fj

ω2
j

,

èç (7.1) ïîëó÷èì

ω0 =

√
ne2

mχ(0)
.

Ñòàòè÷åñêàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ìîëåêóë âîçäóõà
χ(0) èçìåðÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî; ó ïîâåðõíîñòè Çåìëè, ãäå êîí-
öåíòðàöèÿ ìîëåêóë ñîñòàâëÿåò n = 2.7 · 1019 1/ñì3, îíà ðàâíà
4.4 · 10−5. Â ðåçóëüòàòå ~ω0 ≈ 8.2 ýÂ, â òî âðåìÿ êàê ó çåëåíî-
ãî ñâåòà (λ = 0.5 ìêì) âåëè÷èíà ~ω = 2.48 ýÂ. Âûðàæåíèå äëÿ
èíòåíñèâíîñòè ðàññåÿíèÿ ñâåòà íà íåéòðàëüíûõ àòîìàõ ñ ó÷åòîì
îöåíêè f(ω) ≈ f(0) è îïðåäåëåíèÿ ω0 ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

Ia =
nae

4

3m2c3

(
ω

ω0

)4

E2
0 .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàññåÿíèå ñâåòà íà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíàõ. Çà-
ïèøåì óðàâíåíèå Íüþòîíà äëÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñâîáîä-
íîãî ýëåêòðîíà â ïîëå ïàäàþùåé âîëíû:

mr̈ = −eE0 cos(ωt) .
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Ñëåäîâàòåëüíî, äèïîëüíûé ìîìåíò îäíîãî ýëåêòðîíà ðàâåí

p = −er = −e2E0

mω2
cos(ωt) ,

è ñðåäíÿÿ ïî âðåìåíè ìîùíîñòü ðàññåÿíèÿ åäèíèöû îáúåìà ýëåê-
òðîííîãî ãàçà ñîñòàâëÿåò

Ie =
2(p̈2)
3c3

ne =
nee

4

3m2c3
E2

0 .

Çäåñü ne � êîíöåíòðàöèÿ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â èîíîñôåðå. Çà-
ìåòèì, ÷òî Ie âîîáùå íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû ñâåòà. Äëÿ èñêîìîãî
îòíîøåíèÿ èíòåíñèâíîñòåé, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì

Ia

Ie
≈ na

ne

(
ω

ω0

)4

. (9.2)

Õîòÿ îòíîñèòåëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ â èîíîñôåðå äî-
âîëüíî ìàëà (ne ¿ na), èç-çà íàëè÷èÿ â (9.2) ìàëîãî ôàêòîðà
(ω/ω0)4 ðàññåÿíèå íà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíàõ ìîæåò îêàçàòüñÿ äî-
ìèíèðóþùèì (Ie > Ia). Äëÿ çåëåíîãî ñâåòà (~ω = 2.48 ýÂ) â ñî-
îòâåòñòâèè ñ (9.2) íàõîäèì, ÷òî îáà òèïà ðàññåÿíèÿ ñðàâíèâàþòñÿ
äðóã ñ äðóãîì ïðè êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ ne ≈ 0.008na.



Ãëàâà 3

Ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí
â èîíîñôåðå

Çàäà÷à 10. Ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â
èîíîñôåðå ñ ó÷åòîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè.
Ðàññìîòðåòü ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â èîíî-
ñôåðå ñ ó÷åòîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè.

Ðåøåíèå. Â äàííîé çàäà÷å óäîáíî ðàçëîæèòü ýëåêòðîìàãíèò-
íóþ âîëíó ïðîèçâîëüíîé ïîëÿðèçàöèè íà ñóïåðïîçèöèþ äâóõ
öèðêóëÿðíî-ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí: ëåâîé è ïðàâîé (ýòî âñåãäà
âîçìîæíî). Â äàëüíåéøåì áóäåì îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü ðàñïðî-
ñòðàíåíèå âîëí ñ îïðåäåëåííîé öèðêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèåé âäîëü
ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè (îñü z íà ðèñ. 5). Êàê ìû
âèäåëè â çàäà÷å 9, äàæå ïðè ìàëîé êîíöåíòðàöèè ñâîáîäíûõ ýëåê-
òðîíîâ â èîíîñôåðå îíè, çà÷àñòóþ, èãðàþò îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â
ñîçäàíèè ïîëÿðèçàöèè ñðåäû. 25) Íà íåðåëÿòèâèñòñêîå äâèæåíèå
ýëåêòðîíîâ â ïëîñêîñòè (x, y), ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû (z), âëèÿåò êàê ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âîë-
íû

E(t) = E0[ex cos(ωt)± ey sin(ωt)] , 26)

òàê è ìàãíèòíîå ïîëå Çåìëè ñ íàïðÿæåííîñòüþ Hz ≡ H. Óðàâíå-
25)Âêëàäîì èîíîâ â ïîëÿðèçàöèþ èç-çà èõ áîëüøîé ìàññû ìîæíî ïðåíå-

áðå÷ü.
26)Çíàêè ± ñîîòâåòñòâóþò ïðîòèâîïîëîæíûì íàïðàâëåíèÿì öèðêóëÿðíîé

ïîëÿðèçàöèè.

64
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Ðèñ. 5

íèÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà â ýòîé ïëîñêîñòè èìåþò âèä

mẍ = −eE cos(ωt)− e

c
ẏH ,

mÿ = ∓eE sin(ωt) +
e

c
ẋH .

(10.1)

Ïðåäñòàâèâ ðåøåíèå ñèñòåìû (10.1) â ôîðìå

x(t) = X cos(ωt) , y(t) = Y sin(ωt) ,

ïîëó÷èì ñèñòåìó äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ X è Y :

−mω2X = −eE − eω

c
Y H ,

−mω2Y = ∓eE − eω

c
XH .

Ñëåäîâàòåëüíî,
X = ±Y =

eE0

mω(ω ∓ ωH)
;

çäåñü ââåäåíà Ëàðìîðîâà ÷àñòîòà ωH = eH/mc. Òàêèì îáðàçîì,
äèïîëüíûé ìîìåíò, ñîçäàâàåìûé îòêëîíåíèåì ýëåêòðîíà, ðàâåí

p = −er = −e[exx + eyy] = αE ,

ãäå âåëè÷èíà
α± = − e2E0

mω(ω ∓ ωH)
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ñóòü �ïîëÿðèçóåìîñòü� ýëåêòðîíà â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå âîëíû.
Çíàÿ ïîëÿðèçóåìîñòü îäíîãî ýëåêòðîíà, ìîæíî íàéòè äèýëåêòðè-
÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü èîíîñôåðû ñ ýëåêòðîííîé êîíöåíòðàöèåé
ne:

ε±(ω) = 1 + 4πneα± = 1− ω2
p

ω(ω ∓ ωH)
, (10.2)

ãäå ωp =
√

4πnee2/m � ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà ýëåêòðîíîâ. Ïðè îò-
ñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ωH = 0) âûðàæåíèå (10.2) ïåðåõîäèò â
èçâåñòíóþ ôîðìóëó ε = 1−ω2

p/ω2. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè èçìå-
íåíèè íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû íà ïðîòèâîïîëîæíîå
(ïðîòèâ ìàãíèòíîãî ïîëÿ) ìåíÿåòñÿ çíàê ó ωH . Â ðåçóëüòàòå çíà-
÷åíèÿ ε äëÿ ïðàâîé è ëåâîé ïîëÿðèçàöèé âñåãî ëèøü ìåíÿþòñÿ
ìåñòàìè, è â äàëüíåéøåì ìîæíî ïîëàãàòü ωH > 0.

Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü èîíîñôåðû ðàçëè÷íà äëÿ ëå-
âîé è ïðàâîé öèðêóëÿðíûõ ïîëÿðèçàöèé âîëíû. Ñîîòâåòñòâåííî
âîëíû ñ ðàçíîé ïîëÿðèçàöèåé ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñ ðàçíûìè ôà-
çîâûìè ñêîðîñòÿìè:

v± =
c√
ε±

.

Íà îñíîâàíèè (10.2) íåòðóäíî ñäåëàòü ïðîñòîé âûâîä: åñëè ÷àñòîòà
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ñ ïðàâîé ïîëÿðèçàöèåé (âåðõíèé çíàê)
íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ

ωH 6 ω 6 ωH

2
+

√
ω2

H

4
+ ω2

p = ω+ , (10.3)

òî v+ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìîé âåëè÷èíîé, è òàêàÿ âîëíà íå ìîæåò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â èîíîñôåðå. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ è ê âîëíå,
èìåþùåé ëåâóþ ïîëÿðèçàöèþ, êîãäà åå ÷àñòîòà ëåæèò â äèàïàçîíå

0 6 ω 6 −ωH

2
+

√
ω2

H

4
+ ω2

p = ω− . (10.4)

Çàìåòèì, ÷òî ω+ = ω− + ωH > ω−.



Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí ñ ó÷åòîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè 67

Îáðàòèìñÿ ê èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Òèïè÷-
íàÿ êîíöåíòðàöèÿ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ â íèæíèõ ñëîÿõ èîíî-
ñôåðû ñîñòàâëÿåò ne = 104 1/ñì3, è ωp = 6 · 106 1/ñ. À òàê êàê
íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè â ðàéîíå ýêâàòîðà ðàâ-
íà H = 0.3 ýðñòåä, òî è äëÿ Ëàðìîðîâîé ÷àñòîòû ïîëó÷àåòñÿ
ωH = 6 ·106 1/ñ. Ñ ðîñòîì âûñîòû, ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ êîíöåíòðà-
öèè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ, ðàñòåò èõ ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà ωp (â òî
âðåìÿ êàê ωH îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííîé), à çíà÷èò óâåëè-
÷èâàþòñÿ è ïðåäåëüíûå ÷àñòîòû ω±, îïðåäåëÿþùèå âåðõíþþ ãðà-
íèöó äèàïàçîíîâ íåïðîïóñêàíèÿ (ñì. (10.3) è (10.4)). Ñëåäîâàòåëü-
íî, ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà
ñ ÷àñòîòîé ω > ω+ min (çíà÷åíèå ω+min ≈ 107 1/ñ ñîîòâåòñòâó-
åò íèæíåé ãðàíèöå èîíîñôåðû), èìåþùàÿ ïåðâîíà÷àëüíî ëèíåé-
íóþ ïîëÿðèçàöèþ, íà íåêîòîðîé êðèòè÷åñêîé âûñîòå h+ ÷àñòè÷íî
îòðàçèòñÿ îò ïëàçìû, ðàñïàäàÿñü ïðè ýòîì íà äâå öèðêóëÿðíî-
ïîëÿðèçîâàííûå âîëíû. Ïîíÿòíî, ÷òî íà äàííîé âûñîòå ïðîèñõî-
äèò îòðàæåíèå òîëüêî êîìïîíåíòû ñ ïðàâîé öèðêóëÿðíîé ïîëÿ-
ðèçàöèåé, ïîñêîëüêó ïðåäåëüíàÿ ÷àñòîòà ω+, áóäó÷è áîëüøå ω−,
ðàíüøå äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ ω. Êîìïîíåíòà ñ ëåâîé ïîëÿðèçàöèåé
ïðîõîäèò íåñêîëüêî äàëüøå âïëîòü äî âûñîòû h− > h+, íà êî-
òîðîé â ñâîþ î÷åðåäü ω− ñðàâíèâàåòñÿ ñ ω, è ïðîèñõîäèò ïîëíîå
îòðàæåíèå âîëíû.

Âîçìîæíû òàêæå è äðóãèå ñëó÷àè îòðàæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íûõ âîëí îò èîíîñôåðû, ñîïðîâîæäàþùèåñÿ èçìåíåíèåì ïîëÿ-
ðèçàöèè; ðåêîìåíäóåì âàì ñàìîñòîÿòåëüíî èõ èññëåäîâàòü. Çäåñü
ìû ðàññìîòðèì ëèøü íèçêî÷àñòîòíûé ïðåäåë, êîãäà ω ¿ ωH (íî
ωp ∼ ωH). Â ñèëó íåðàâåíñòâ (10.3) è (10.4) â èîíîñôåðå ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ íèçêî÷àñòîòíàÿ âîëíà òîëüêî ñ ïðàâîé öèðêóëÿðíîé
ïîëÿðèçàöèåé; îíà èìååò ôàçîâóþ ñêîðîñòü

v(ω) =
c√
ε+

≈ c

√
ω · ωH

ωp
¿ c .

Ïîäîáíàÿ âîëíà õàðàêòåðèçóåòñÿ äîâîëüíî ñèëüíîé äèñïåðñèåé:
âîçìóùåíèÿ ñ áîëåå âûñîêèìè ÷àñòîòàìè äâèæóòñÿ áûñòðåå, ÷åì ñ
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íèçêèìè. Íàïðèìåð, ïðè ãðîçîâîì ðàçðÿäå, ãåíåðèðóþùåì øèðî-
êèé ñïåêòð ðàäèîâîëí, â ðàäèîïðèåìíèêå ñëûøåí ñâèñò, êîòîðûé
íà÷èíàåòñÿ ñ âûñîêèõ ÷àñòîò è ÷åðåç íåñêîëüêî ñåêóíä çàêàí÷è-
âàåòñÿ íèçêèìè.

Çàäà÷à 11. Íèçêî÷àñòîòíûå ñîáñòâåííûå ýëåêòðîìàãíèò-
íûå êîëåáàíèÿ â àòìîñôåðå, âûçûâàåìûå ãðîçîâûìè ðàç-
ðÿäàìè.
Ðàññìîòðåòü íèçêî÷àñòîòíûå ñîáñòâåííûå ýëåêòðîìàãíèòíûå
êîëåáàíèÿ â àòìîñôåðå, ñîçäàâàåìûå ãðîçîâûìè ðàçðÿäàìè.

Ðåøåíèå. Àòìîñôåðó Çåìëè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñôåðè÷å-
ñêèé ðåçîíàòîð. Íàðóæíàÿ îáîëî÷êà ýòîãî ðåçîíàòîðà åñòü íèæ-
íÿÿ ãðàíèöà èîíîñôåðû (ñòàòè÷åñêàÿ óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü ñî-
ñòàâëÿåò σ0 ∼ 103 1/ñ, ñ ïîñëåäóþùèì óâåëè÷åíèåì äî 106 1/ñ
â âåðõíèõ ñëîÿõ), à âíóòðåííÿÿ îáîëî÷êà îáðàçîâàíà ïîâåðõíî-
ñòüþ ìèðîâîãî îêåàíà (σ0 ∼ 109 1/ñ). Òîëùèíà òàêîãî ðåçîíàòîðà
h ∼ 100 êì ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì Çåìëè R = 6400 êì,
÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ.

Õîòÿ ïðîâîäèìîñòü îáîëî÷åê ðåçîíàòîðà â íàøåì ñëó÷àå äà-
ëåêà îò èäåàëüíîé (îñîáåííî âî âíåøíåé îáîëî÷êå � èîíîñôåðå),
äëÿ ïîëó÷åíèÿ êà÷åñòâåííîãî ðåøåíèÿ âïîëíå ïîäõîäèò ïðåäåë
σ0 → ∞. Êàê èçâåñòíî, íà ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîãî ïðîâîäíèêà
íå ìîæåò áûòü íåíóëåâûõ òàíãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò íàïðÿæåí-
íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïðèìåíèìî ê ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè
(ðèñ. 6) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óãëîâûå êîìïîíåíòû Eθ è Eϕ îáðàùà-
þòñÿ â íîëü íà ñòåíêàõ ðåçîíàòîðà. Åñëè áû ìû çàõîòåëè èññëå-
äîâàòü ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ èìåííî óãëîâûõ êîìïîíåíò ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ â ðåçîíàíñíîé ïîëîñòè, òî âûíóæäåíû áûëè áû
ïîòðåáîâàòü íàëè÷èå ó íèõ ïåðèîäè÷íîñòè ïî ðàäèàëüíîé êîîðäè-
íàòå r; òîëüêî â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíîå ðå-
øåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Îäíàêî
õàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé âíóòðè óçêîãî ñôå-
ðè÷åñêîãî ñëîÿ òîëùèíîé h ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà c/h, è â
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Ðèñ. 6

ñèëó îöåíêè h ¿ R îíà ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò ÷àñòîòó îêðóæ-
íûõ êîëåáàíèé, êîòîðóþ ìîæíî îöåíèòü êàê c/R. Ñëåäîâàòåëüíî,
íèçêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ íå äîëæíû ñîäåðæàòü ïåðèîäè÷íîñòè
ïî r, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû íàïðÿ-
æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Er. Â ñàìîì äåëå, êîìïîíåíòà Er

ïåðïåíäèêóëÿðíà îáîëî÷êàì ðåçîíàòîðà è íå îáÿçàíà îáðàùàòüñÿ
íà íèõ â íîëü; ïî ýòîé ïðè÷èíå äëÿ íåå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå, íå çàâèñÿùåå îò r. Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Er(θ, ϕ) ïðè
Eθ = Eϕ ≡ 0 èìååò âèä

∆Er +
ω2

c2
Er = 0 .

Ïîñêîëüêó ìû èíòåðåñóåìñÿ ñîáñòâåííûìè êîëåáàíèÿìè ñ íàè-
ìåíüøèìè ÷àñòîòàìè, íóæíî îñòàâèòü òîëüêî íóëåâóþ ãàðìîíèêó
â ôóðüå-ðàçëîæåíèè

Er(θ, ϕ) =
∑
m

Fm(θ) eimϕ , (11.1)



70 Ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â èîíîñôåðå

êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò ϕ. Äëÿ ôóíêöèè F0(θ) ≡ Er ïîëó÷àåòñÿ
îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

1
sin θ

d

dθ

(
sin θ

dF0

dθ

)
+

ω2R2

c2
F0 = 0 .

Îãðàíè÷åííîå ïðè θ = 0 è θ = π ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ
ñóùåñòâóåò ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà

R2 ω2

c2
= l(l + 1) , l = 0, 1, 2, . . .

è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîëèíîìû Ëåæàíäðà: Er(θ) = E · Pl(cos θ)
(E = const). Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû, îáóñëîâëåííûå
êîëåáàíèÿìè ïî íàïðàâëåíèþ θ, åñòü

ω = ωl =
√

l(l + 1)
c

R
. (11.2)

Äëÿ íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ÷àñòîò íàõîäèì

νl =
ωl

2π
= 10.6 Ãö (l = 1), 18.3 Ãö (l = 2), 25.8 Ãö (l = 3) .

Ýòî òàê íàçûâàåìûå ðåçîíàíñû Øóìàíà. Îíè áûëè òåîðåòè÷åñêè
îáîñíîâàíû â 1952 ã. è ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæåíû â 1960 ã. ïî
õàðàêòåðíûì ìàêñèìóìàì â ýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåêòðàõ àòìîñôåð-
íûõ øóìîâ. Îñíîâíûì èñòî÷íèêîì âîçáóæäåíèÿ ïîäîáíûõ âîëí
ÿâëÿþòñÿ âåðòèêàëüíûå ìîëíèåâûå ðàçðÿäû. Ðåçîíàíñû Øóìàíà
íàáëþäàëèñü òàêæå è ïîñëå àòîìíûõ âçðûâîâ â àòìîñôåðå. Çà-
ìåòèì, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ ÷àñòîò ðåçîíàíñîâ îêà-
çûâàþòñÿ íåñêîëüêî ìåíüøå òåîðåòè÷åñêèõ: 8, 14, 20, 26 Ãö. Ðàç-
ëè÷èå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âåðõíÿÿ ñòåíêà ðåçîíàòîðà (èîíîñôåðà)
íå ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì ïðîâîäíèêîì, è â íåé ïðèñóòñòâóåò ñêèí-
ñëîé. Íàëè÷èå ñêèí-ñëîÿ îáóñëàâëèâàåò ïëàâíîå çàòóõàíèå âîëíû
ïî âûñîòå. 27) Â ðåçóëüòàòå ýôôåêòèâíûé îáúåì ðåçîíàòîðà óâå-
ëè÷èâàåòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïî
ñðàâíåíèþ ñ (11.2).

27)Îòðàæåíèå ðàäèîâîëí îò èîíîñôåðû ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ â çàäà÷àõ
12 è 13.
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Îïðåäåëèì ìàãíèòíîå ïîëå â äàííîì òèïå êîëåáàíèé. Ïðîåê-
òèðóÿ óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà

rotE =
iω

c
H

íà òàíãåíöèàëüíîå (ïî îòíîøåíèþ ê ñòåíêàì ïîëîñòè) íàïðàâëå-
íèå ϕ, èìååì

−1
r

∂Er

∂θ
=

iω

c
Hϕ .

Ñëåäîâàòåëüíî,
Hϕ =

icE

ωR

d

dθ
{Pl(cos θ)} .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îñòàëüíûå êîìïîíåíòû H ðàâíû íóëþ,
è H⊥E.

Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Er çàâèñèò òàêæå îò ïåðåìåííîé ϕ
è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

1
sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Er

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2Er

∂ϕ2
+

ω2R2

c2
Er = 0 ,

ðåøåíèå êîòîðîãî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè

Er(θ, ϕ) = E · Ylm(θ, ϕ) ,

m � íîìåð ãàðìîíèêè â ôóðüå-ðàçëîæåíèè (11.1) ïî ïåðåìåííîé ϕ.
Äëÿ ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïîëó÷àåòñÿ ïðè ýòîì ïðåæíåå
âûðàæåíèå (11.2), ò.å. êîëåáàíèÿ âûðîæäåíû ïî çíà÷åíèÿì

m = −l , −l + 1 , . . . , l − 1 , l .

Òàêîå âûðîæäåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýêâèâàëåíòíî
âûðîæäåíèþ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ óðîâíåé ýíåðãèè ÷àñòèöû â
öåíòðàëüíîì ïîëå. Âëèÿíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè íà ðàñïðî-
ñòðàíåíèå ðàäèîâîëí â èîíîñôåðå ïðèâîäèò ê ðàñùåïëåíèþ êàæ-
äîé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû èç íàáîðà (11.2) íà 2l + 1 êîìïîíåíòó.
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Çàäà÷à 12. Îòðàæåíèå ðàäèîâîëí îò E-ñëîÿ èîíîñôåðû.
Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ýëåêòðîííàÿ êîíöåíòðàöèÿ ne â íèæíåì
ñëîå èîíîñôåðû �E� (90 − 140 êì) ëèíåéíî ðàñòåò ñ âûñîòîé z.
Èññëåäîâàòü îòðàæåíèå ðàäèîâîëí îò ýòîãî ñëîÿ.

Ðåøåíèå. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü èîíîñôåðû, ñâÿçàí-
íàÿ ñ íàëè÷èåì ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ, åñòü

ε = 1− 4πnee
2

mω2
.

Çäåñü ω � ÷àñòîòà ðàäèîâîëíû, à ne � ýëåêòðîííàÿ êîíöåíòðàöèÿ.
Âêëàäîì íåéòðàëüíûõ ìîëåêóë â ïîëÿðèçàöèþ ñðåäû, êàê ïðàâè-
ëî, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (ñì. çàäà÷ó 9). Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ
çàäà÷è ne(z) = a + bz, òî âûðàæåíèå äëÿ ε ïðåäñòàâèìî â âèäå

ε(z) =
(ωp

ω

)2 (z0 − z)
l

, (12.1)

ãäå âåëè÷èíà l õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü óâåëè÷åíèÿ ne ñ âûñîòîé
(òîëùèíà E-ñëîÿ), à z0 ñóòü âûñîòà, íà êîòîðîé ε = 0; ïëàçìåí-
íàÿ ÷àñòîòà ωp =

√
4πneme2/m ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîé âû-

ñîòå (è ýëåêòðîííîé êîíöåíòðàöèè) â ïðåäåëàõ E-ñëîÿ. Íà íèæíåé
ãðàíèöå èîíîñôåðû, íàõîäÿùåéñÿ íà âûñîòå z1, äèýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîíèöàåìîñòü ε ≈ 1, ïîñêîëüêó ne áëèçêà ê íóëþ. Íà ïðàêòèêå
ne ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 2 · 104 1/ñì3 ïðè z = 90 êì, ÷òî ïî÷òè
íà ïîðÿäîê ìåíüøå nem = 105 1/ñì3 â ðàéîíå âåðõíåé ãðàíèöû
E-ñëîÿ (ïðè z = zmax = 140 êì). Ïîëàãàÿ â (12.1) z = z1, äëÿ
�êðèòè÷åñêîé� âûñîòû z0 èìååì

(z0 − z1)
l

=
(

ω

ωp

)2

;

îíà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ÷àñòîòû. Åñëè ω > ωp , òî z0 >
> z1 + l = zmax, è âîëíû ñ òàêèìè ÷àñòîòàìè ïðîõîäÿò E-ñëîé.
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Â íèçêî÷àñòîòíîì ïðåäåëå (ω ¿ ωp) òî÷êà z0 ïðèáëèæàåòñÿ ê
íèæíåé ãðàíèöå èîíîñôåðû (z1).

Ðàññìîòðèì ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ ðàäèîâîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùóþñÿ âäîëü âåðòèêàëüíîé îñè z. Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèå Ìàêñâåë-
ëà äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E (âåêòîð E ïåðïåí-
äèêóëÿðåí z)

∂2E

∂z2
+

εω2

c2
E = 0 , (12.2)

ïðèâåäåì åãî ñ ó÷åòîì (12.1) ê âèäó

∂2E

∂z2
+

z0 − z

d3
E = 0 . (12.3)

Çäåñü d3 = l · (c/ωp)2. Âåëè÷èíà d èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû è â
ñèëó (12.3) îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì ñóùåñòâåííî èç-
ìåíÿåòñÿ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Îòìåòèì, ÷òî d
íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû ðàäèîâîëíû. Óðàâíåíèå (12.3) ìîæíî åùå
óïðîñòèòü, ïåðåéäÿ ê ïåðåìåííîé u = (z0 − z)/d:

∂2E

∂u2
+ uE = 0 . (12.4)

Ýòî � óðàâíåíèå Ýéðè, è åãî îáùåå ðåøåíèå íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Òåì íå ìåíåå ìîæíî ïîñòðîèòü àñèìïòî-
òè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéðè ïðè u À 1; îíî èìååò ïðîñòóþ
ñòðóêòóðó, àíàëîãè÷íóþ êâàçèêëàññè÷åñêîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà ψ′′ + k2(x)ψ = 0 (k À 1):

ψ(x) =
A√
k(x)

cos




x∫

0

k(ξ)dξ − π

4


 (12.5)

(A � íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò). Äàííîå ðåøåíèå ïîëó÷å-
íî ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî ÂÊÁ ìåòîäà. Ñóòü åãî çàêëþ-
÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå îáùåãî óðàâíåíèÿ
y′′ + λ2f(x)y = 0 (λ À 1, f(x) = O(1)), ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî
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ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå (12.4), â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ
y(x) = A · exp

{
λ
[
w0(x) + λ−1w1(x) + O(λ−2)

]}
ïî ñòåïåíÿì λ−1.

Ïîäñòàíîâêà òàêîãî ðàçëîæåíèÿ â óðàâíåíèå ïðèâîäèò ê ñèñòåìå
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ íîâûõ ôóíê-
öèé w0(x) è w1(x); èç åå ðåøåíèÿ è âûòåêàåò ôîðìóëà (12.5).
Ðåêîìåíäóåì ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèòüñÿ â ýòîì.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó àñèìïòîòè÷åñêîìó ðå-
øåíèþ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

E(z, t) =
A
4
√

u
cos

(
2
3
u3/2 − π

4

)
e−iωt . (12.6)

Ïðè u < 0 (z > z0) äàííîå ðåøåíèå ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò,
÷òî è ñîîòâåòñòâóåò îòðàæåíèþ ðàäèîâîëíû îò ïëàçìû. Òî÷êà z0,
òàêèì îáðàçîì, ðàçãðàíè÷èâàåò äâå ôèçè÷åñêè ðàçëè÷íûå îáëàñòè
è ïî ýòîé ïðè÷èíå íîñèò íàçâàíèå òî÷êè ïîâîðîòà.

Ôóíêöèÿ (12.6) îïèñûâàåò ïîëå ñòîÿ÷åé âîëíû, ôîðìèðóþ-
ùåéñÿ â ðåçóëüòàòå ñóïåðïîçèöèè ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí.
Â íåáîëüøîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðîòà ðåøåíèå (12.6) íåïðè-
ãîäíî, ïîñêîëüêó íå âûïîëíÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå u À 1, èñïîëü-
çîâàâøååñÿ ïðè åãî âûâîäå. Â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå îòðàæåíèå
èìååò ìåñòî ñòðîãî â òî÷êå z = z0, îäíàêî èç-çà îãðàíè÷åííîñòè
÷àñòîòû ó ðåàëüíîé ðàäèîâîëíû îáëàñòü îòðàæåíèÿ �ðàçìàçûâà-
åòñÿ� â ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ÷àñòîòû ν = ω/2π = 4 ÌÃö ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîå çíà÷åíèå z0 ñîñòàâëÿåò îêîëî 130 êì.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â óñëîâèÿõ çàäà÷è ðåàëèçóåòñÿ
îöåíêà d ¿ z0, è àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå (12.6) î÷åíü áûñòðî
äîñòèãàåòñÿ ïî ìåðå óäàëåíèè îò òî÷êè ïîâîðîòà. Äåéñòâèòåëü-
íî, îïðåäåëåííàÿ âûøå ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà íà âåðõíåé ãðàíèöå
E-ñëîÿ (ïðè ýëåêòðîííîé êîíöåíòðàöèè nem ≈ 105 1/ñì3) ðàâíà
ωp ≈ 2 · 107 1/ñ, à òîëùèíà E-ñëîÿ ñîñòàâëÿåò l ≈ 50 êì. Â ðåçóëü-
òàòå

d =
(
l · (c/ωp)2

)1/3 ≈ 0.2 êì .

Çíà÷èò, íåðàâåíñòâî d ¿ z0 âûïîëíÿåòñÿ ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ,
òàê êàê z0 ëåæèò â ïðåäåëàõ îò 90 äî 140 êì. Âåëè÷èíà d îïðåäåëÿ-
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åò õàðàêòåðíûé ðàçìåð îáëàñòè, â êîòîðîé ïîëå ýêñïîíåíöèàëüíî
çàòóõàåò äî íóëÿ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ âûñîòû z = z0. Â ýòîì ìîæ-
íî êîñâåííî óáåäèòüñÿ èç ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ (12.6), ñîäåðæàùåãî
ïåðåìåííóþ u = (z0 − z)/d, îäíàêî áîëåå ñòðîãèé àíàëèç òðåáóåò
ïîñòðîåíèÿ âíóòðåííåãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè
òî÷êè u = 0.

×òîáû îöåíèòü êîíñòàíòó A â (12.6), ðàññìîòðèì íèæíþþ ãðà-
íèöó E-ñëîÿ, ãäå ε ≈ 1. Ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé u
åñòü

u1 =
z0 − z1

d
=

l

d

(
ω

ωp

)2

=
(

ω

ωp

)2 (
ωpl

c

)2/3

.

Ïðè íå ñëèøêîì íèçêèõ ÷àñòîòàõ u1 À 1. Åñëè E0 � àìïëèòóäà
ïàäàþùåé âîëíû, òî

A
4
√

u1
= 2E0 ,

òàê êàê èìååò ìåñòî ñóïåðïîçèöèÿ ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí.
Â êîíå÷íîì èòîãå âûðàæåíèå (12.6) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

E(z, t) = 2E0
4

√
u1

u
cos

(
2
3
u3/2 − π

4

)
e−iωt, (12.7)

u1 > u > 0. Ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå ïîëÿ â îáëàñòè u < 0
(âûøå òî÷êè îòðàæåíèÿ z = z0) îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé

E(z, t) = E0
4

√
u1

|u| exp
(
−2

3
|u|3/2

)
e−iωt. (12.8)

Ìíîæèòåëü 1/2 äîáàâèëñÿ â (12.8) ïî ñðàâíåíèþ ñ (12.7) â ðåçóëü-
òàòå ñøèâêè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé â îáëàñòè u = O(1), ãäå
êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå íå ãîäèòñÿ, è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(12.4) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Ýéðè. 28) Ôèçè÷åñêè óìåíüøå-
íèå àìïëèòóäû ïîëÿ â äâà ðàçà ïðè ïåðåõîäå â îáëàñòü z > z0

ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì â íåé òîëüêî ïðîøåäøåé âîëíû.
28)Ïî òîé æå ïðè÷èíå èç àðãóìåíòà â (12.8) âûïàëà ôàçà π/4.
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Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè ε(z) àñèìïòîòè÷åñêîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (12.2) â îáëàñòè z < z0 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèåì

E(z, t) =
2E0

4
√

ε(z)
cos


ω

c

z0∫

z

√
ε(ζ) dζ − π

4


 e−iωt , (12.9)

êîòîðîå îáîáùàåò (12.6). Îòíîñèòåëüíî ïîãðåøíîñòè àñèìïòîòè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ (12.6) ìîæíî ñêàçàòü ñëåäóþùåå. Óæå ïðè u = 5
îòêëîíåíèå (12.6) îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ ñîñòàâëÿåò âñåãî 1%; ýòî
íåòðóäíî ïîëó÷èòü, îöåíèâàÿ îòáðîøåííûå ñëàãàåìûå â àñèìïòî-
òè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé Ýéðè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âå-
ëè÷èíà −ε(z) èãðàåò ðîëü ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíà èëëþñòðàöèÿ,
êà÷åñòâåííî îáúÿñíÿþùàÿ îòðàæåíèå âîëíû îò E-ñëîÿ èîíîñôå-
ðû.

Ðèñ. 7

Çàäà÷à 13. Îòðàæåíèå ðàäèîâîëí îò F-ñëîÿ èîíîñôåðû.
Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ýëåêòðîííàÿ êîíöåíòðàöèÿ ne â F-ñëîå
èîíîñôåðû (140 − 300 êì) ìîæåò áûòü êà÷åñòâåííî àïïðîêñè-
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ìèðîâàíà ïàðàáîëîé:
ne = nem

[
1− a(z − zm)2/z2

m

]
. (13.1)

Çäåñü nem = 7 · 105 1/ñì3 � ìàêñèìàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ýëåê-
òðîíîâ, zm = 250 êì � âûñîòà, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ýòà
êîíöåíòðàöèÿ, a ≈ 14. Èññëåäîâàòü îòðàæåíèå ðàäèîâîëí îò
F-ñëîÿ.

Ðåøåíèå. Âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåé çàäà÷å äëÿ
E-ñëîÿ èîíîñôåðû, åñòåñòâåííî, ïðèìåíèìû è ê F-ñëîþ. Çàâèñè-
ìîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îò âûñîòû E(z) â îáëàñòè, ãäå ðàáîòà-
åò àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå, äàåòñÿ ôîðìóëîé (12.9). Êî-
îðäèíàòà z0 òî÷êè, â êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ îòðàæåíèå ðàäèîâîëíû,
îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

ε(z0) = 1− 4πe2ne(z0)
mω2

= 0 . (13.2)

Ïîäñòàâëÿÿ (13.1) â (13.2) è ââîäÿ îáîçíà÷åíèå

−ε0 = 1− 4πe2nem

mω2
,

ïîëó÷èì

ε0 = a
4πe2nem

mω2

(
zm − z0

zm

)2

= a(1 + ε0)
(

zm − z0

zm

)2

.

Íàñ, åñòåñòâåííî, èíòåðåñóåò ðåøåíèå z0 < zm, ïðè êîòîðîì âîç-
ìîæíî îòðàæåíèå âîëíû îò F-ñëîÿ. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ε0 > 0, ò.å.
÷àñòîòà ðàäèîâîëíû ω óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ

ω < ωp =
√

4πe2nem/m ,

íàéäåì 29)

zm − z0 = zm

√
ε0

a(1 + ε0)
≡ zm

√
ω2

p − ω2

aω2
p

. (13.3)

29)ωp åñòü ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà ïðè ìàêñèìàëüíîì çíà÷åíèè ýëåêòðîííîé
êîíöåíòðàöèè.
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîãî âûðàæåíèÿ íåòðóäíî ïðåäñòàâèòü îá-
ùóþ çàâèñèìîñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè èîíîñôåðû îò
âûñîòû â ñëåäóþùåì âèäå:

ε(z) = 1− 4πe2ne(z)
mω2

= ε0

{(
zm − z

zm − z0

)2

− 1

}
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè z < z0 äëÿ âõîäÿùåãî â (12.9) èíòåãðàëà èìå-
åì

z0∫

z

√
ε dz =

√
ε0(zm − z0)

u∫

1

√
ξ2 − 1 dξ .

Çäåñü ìû îáîçíà÷èëè

u =
zm − z

zm − z0
> 1 .

Òàê êàê
u∫

1

√
ξ2 − 1 dξ =

1
2

[
u
√

u2 − 1− arch(u)
]
,

òî ñîãëàñíî îáùåìó ñîîòíîøåíèþ (12.9) ïîëó÷èì èñêîìóþ çàâè-
ñèìîñòü E(z) â îáëàñòè z < z0:

E(z, t) =
2E0

4
√

ε0(u2 − 1)
e−iωt ×

× cos
( ω

2c
(zm − z0)

√
ε0

[
u
√

u2 − 1− arch(u)
]
− π

4

)
.

(13.4)

Êàðòèíà îòðàæåíèÿ ðàäèîâîëíû îò ýôôåêòèâíîãî ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî áàðüåðà ïîêàçàíà íà ðèñ. 8. Ïðè ω = ωp â ñèëó (13.3) èìååì
z0 = zm, è âîëíà ñ òàêîé ÷àñòîòîé ïðîõîäèò ÷åðåç F-ñëîé. Îäíàêî
èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè èçâåñòíî, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ
ïàðàáîëè÷åñêîãî áàðüåðà ïðè ýíåðãèè ÷àñòèöå, ðàâíîé âûñîòå áà-
ðüåðà, ñîñòàâëÿåò òîëüêî 50%. Ïðè÷èíîé òîìó ÿâëÿåòñÿ îñòàòî÷-
íîå îòðàæåíèå, êîòîðîå ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò ëèøü â ïðåäåëå



Îòðàæåíèå ðàäèîâîëí îò F-ñëîÿ èîíîñôåðû 79

Ðèñ. 8

ω À ωp. Ïðè ω < ωp ïðîõîæäåíèå âîëíû ñêâîçü F-ñëîé ñòàíîâèò-
ñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûì.

Äëÿ ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííîãî âûøå êâàçèêëàññè÷åñêîãî âû-
ðàæåíèÿ (13.4) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå äîñòàòî÷íîé óäàëåí-
íîñòè îò òî÷êè ïîâîðîòà z0: |z0 − z| À d. Âåëè÷èíà d îïðåäåëÿåò
õàðàêòåðíûé ðàçìåð îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðîòà, ãäå àñèìïòîòè-
÷åñêîå ðàçëîæåíèå íåïðèãîäíî. Åñëè äëÿ ÷àñòîòû âîëíû ω èìååò
ìåñòî îöåíêà ω2

p−ω2 = O(ω2
p), ò.å. òî÷êà z0 äîñòàòî÷íî óäàëåíà îò

zm (ñì. (13.3)), òî

d =


 zmc2

ωp

√
ω2

p − ω2




1/3

, (13.5)

ïðè÷åì c/ωp ¿ d ¿ zm. Äëÿ ïðèâåäåííîé â óñëîâèè çàäà÷è ìàêñè-
ìàëüíîé êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ nem = 7 · 105 1/ñì3 (íà âûñîòå
zm ≈ 250 êì) c/ωp ≈ 5 ì, è d ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî ñîò ìåòðîâ â
çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû âîëíû (ïðè ω = 0 ïîëó÷àåòñÿ d ≈ 200 ì).
Åñëè æå ÷àñòîòà âîëíû ω ïðèáëèæàåòñÿ ê ωp (òî÷êà ïîâîðîòà ïîä-
õîäèò ê zm), òî âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ñëó÷àè. Ââåäåì ïàðàìåòð
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δ ¿ 1, õàðàêòåðèçóþùèé áëèçîñòü ω ê ωp:

δ =
ω2

p − ω2

ω2
p

.

Îöåíêà äëÿ âåëè÷èíû d çàâèñèò îò òîãî, êàê ñîîòíîñÿòñÿ ìåæäó
ñîáîé ìàëûå ïàðàìåòðû δ è (c/zmωp) ≈ 2.4 · 10−5. Êîãäà òî÷êà z0

íàõîäèòñÿ åùå îòíîñèòåëüíî äàëåêî îò zm, à èìåííî,

1 À δ À (c/zmωp)2/3 ≈ 10−3 ,

ðàññòîÿíèå d ïî-ïðåæíåìó äàåòñÿ ôîðìóëîé (13.5). Â ñëó÷àÿõ æå

δ ∼ (c/zmωp)2/3 è δ ¿ (c/zmωp)2/3

èìååò ìåñòî îäèíàêîâàÿ îöåíêà

d = zm

(
c

zmωp

)1/2

.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ÷àñòîòû âîëíû ê ωp ðàç-
ìåð îáëàñòè, â êîòîðîé ðåøåíèå (13.4) íåïðèãîäíî, âûõîäèò íà
ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå d ∼ 1 êì, íå çàâèñÿùåå îò ÷àñòîòû. 30)

Çàäà÷à 14. Ñäâèã ôàçû ðàäèîâîëíû ïðè îòðàæåíèè îò
èîíîñôåðû. Ãðóïïîâîå çàïàçäûâàíèå.
Â óñëîâèÿõ äâóõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷ îïðåäåëèòü ñäâèã ôàçû îòðà-
æåííîé ðàäèîâîëíû îòíîñèòåëüíî ïàäàþùåé.

Ðåøåíèå. Ïîä ñäâèãîì ôàç áóäåì ïîíèìàòü äîïîëíèòåëüíóþ ôà-
çó, ïðèîáðåòåííóþ îòðàæåííîé âîëíîé ê ìîìåíòó åå âûõîäà èç
èîíîñôåðû íà âûñîòå z1 (ãäå ε ≈ 1). Ïîñêîëüêó ôàçû, ïðèîáðåòà-
åìûå âîëíîé ïðè ïðîõîæäåíèè îò òî÷êè z1 äî òî÷êè ïîâîðîòà z0

30)Ïðèâåäåííûå âûøå îöåíêè ñëåäóþò èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà (ïî ïîðÿäêó
âåëè÷èíû) îáîèõ ñëàãàåìûõ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (12.2) â íåáîëüøîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè ïîâîðîòà. Ðåêîìåíäóåì âàì ñàìîñòîÿòåëüíî èõ ïîëó÷èòü.
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(ãäå ε = 0) è îáðàòíî, ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ñóììàðíûé ñäâèã ôàç
â ñîîòâåòñòâèè ñ (9.9) åñòü

∆ϕ =
2ω

c

z0∫

z1

√
ε(z) dz − π

2
. (14.1)

Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî èçìåíåíèÿ ýëåêòðîííîé êîíöåíòðàöèè, ñîîò-
âåòñòâóþùåãî E-ñëîþ èîíîñôåðû (çàäà÷à 12), íà îñíîâàíèè (14.1)
èìååì

∆ϕ =
4
3
u

3/2
1 − π

2
=

4
3

ωl

c
− π

2
À 1 .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñî âòîðûì, è ÷ëåíîì π/2
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Äëÿ F-ñëîÿ ñ ïàðàáîëè÷åñêèì èçìåíåíèåì êîíöåíòðàöèè ýëåê-
òðîíîâ (çàäà÷à 13) ïðè ω < ωp íàõîäèì

zm − z1 =
zm√

a
, zm − z0 =

zm√
a

√
1− ω2

ω2
p

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

u1 =
zm − z1

zm − z0
=

1√
1− ω2/ω2

p

> 1 .

Íàïîìíèì, ÷òî ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà ωp =
√

4πe2nem/m ñîîòâåò-
ñòâóåò ìàêñèìóìó ýëåêòðîííîé êîíöåíòðàöèè. Ïîäñòàâëÿÿ ôà-
çó èç ðåøåíèÿ (13.4) â ôîðìóëó (14.1) (ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ
ε0 = ω2

p/ω2 − 1), ïîëó÷èì èñêîìûé ñäâèã ôàç ïðè îòðàæåíèè îò
F-ñëîÿ èîíîñôåðû:

∆ϕ =
ω

c

zm√
a

√
1− ω2

ω2
p

√
ω2

p

ω2
− 1

{
u1

√
u2

1 − 1− archu1

}
− π

2
=

=
ω

c

zm√
a

{
1− (ω2

p − ω2)
2ωωp

ln
(

ωp + ω

ωp − ω

)}
− π

2
.
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Âðåìÿ ôàçîâîãî çàïàçäûâàíèÿ îòðàæåííîé âîëíû (ò.å âðåìÿ ïðî-
õîæäåíèÿ âîëíû �òóäà è îáðàòíî�) ðàâíî

∆tô =
∆ϕ

ω
.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ãðóïïîâîìó çàïàçäûâàíèþ, êîòîðîå èìååò ìå-
ñòî äëÿ íåìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ðàäèîâîëí. Ïðåäñòàâèì íàïðÿæåí-
íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïàäàþùåé íà èîíîñôåðó êâàçèìîíî-
õðîìàòè÷åñêîé âîëíû â âèäå

Eïàä(t) =

∞∫

−∞
g(ω)e−iωtdω = E0(t)e−iω0t , (14.2)

ãäå ω0 � íåñóùàÿ ÷àñòîòà âîëíîâîãî ïàêåòà, à E0(t) � ìåäëåííàÿ
ôóíêöèÿ âðåìåíè. Ïðèìåíÿÿ ê (14.2) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî
âðåìåíè, ïîëó÷èì

g(ω) =
1
2π

∞∫

−∞
E0(τ)ei(ω−ω0)τdτ .

Çíà÷èò, ïîëå êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû îïèñûâàåòñÿ äâîé-
íûì èíòåãðàëîì:

Eïàä(t) =
1
2π

∞∫

−∞

∞∫

−∞
E0(τ)ei(ω−ω0)τ−iωtdωdτ . (14.3)

Ñ ó÷åòîì ñäâèãà ôàç ∆ϕ(ω) (êîòîðûé åñòü ôóíêöèÿ ÷àñòîòû), äëÿ
îòðàæåííîé âîëíû èìååì

Eîòð(t) =
1
2π

∞∫

−∞

∞∫

−∞
E0(τ)ei(ω−ω0)τ−iωt+i∆ϕ(ω)dωdτ . (14.4)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ E0(τ) ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííîé, ðåçóëüòàò èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ïî τ áëèçîê ê δ(ω − ω0). Ïîýòîìó ãëàâíûé âêëàä â
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èíòåãðèðîâàíèå ïî ω äàñò ëèøü ìàëàÿ îêðåñòíîñòü íåñóùåé ÷à-
ñòîòû ω0. Ïîäñòàâëÿÿ òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå

∆ϕ(ω) = ∆ϕ(ω0) + ∆ϕ′(ω0)(ω − ω0) + . . .

â âûðàæåíèå (14.4), ïðåîáðàçóåì åãî ê âèäó

Eîòð(t) = e−iω0t+i∆ϕ(ω0) ×

× 1
2π

∞∫

−∞

∞∫

−∞
E0(τ)ei(ω−ω0)(τ−t+∆ϕ′)dωdτ .

(14.5)

Òàê êàê ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì âûøå ñîîòíîøåíèÿì (14.2) è (14.3)

E0(t) =
1
2π

∞∫

−∞

∞∫

−∞
E0(τ)ei(ω−ω0)(τ−t)dωdτ ,

òî (14.5) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Eîòð(t) = e−iω0t+i∆ϕ(ω0)E0(t−∆ϕ′(ω0)) .

Èòàê, îòðàæåííûé èìïóëüñ èìååò òó æå ôîðìó, ÷òî è ïàäàþùèé,
íî â ðåçóëüòàòå îòðàæåíèÿ ôàçà âîëíû èçìåíèëàñü íà ∆ϕ(ω0), à
âåñü èìïóëüñ êàê öåëîå (õàðàêòåðèçóåìûé àìïëèòóäíîé ôóíêöèåé
E0(t)) ñòàë �îòñòàâàòü� íà âðåìÿ ãðóïïîâîãî çàïàçäûâàíèÿ

∆tãð =
d(∆ϕ)

dω

∣∣∣∣
ω=ω0

. (14.6)

Ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ ∆tãð â äðóãîé ôîðìå. Ïîäñòàâëÿÿ
(14.1) â (14.6), ïîëó÷èì

∆tãð =
d

dω





2ω

c

z0∫

z1

n(z) dz − π

2





∣∣∣∣∣∣
ω=ω0

.
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Çäåñü n(z) =
√

ε(z) � ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû (íå ïóòàéòå
ñ êîíöåíòðàöèåé ýëåêòðîíîâ ne). Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü
ïëàçìû ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ÷àñòîòû âîëíû, ïîýòîìó äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

∆tãð =
2
c





z0∫

z1

n(z) dz + ω

z0∫

z1

∂n

∂ω
dz





∣∣∣∣∣∣
ω=ω0

. (14.7)

Ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü âîëíîâîãî ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

vãð =
dω

dk

∣∣∣∣
ω=ω0

,

ãäå âîëíîâîå ÷èñëî k = nω/c. Ñëåäîâàòåëüíî,

1
vãð

=
dk

dω

∣∣∣∣
ω=ω0

=
{

n

c
+

ω

c

∂n

∂ω

}∣∣∣∣
ω=ω0

.

Ñðàâíèâàÿ äàííîå âûðàæåíèå ñ (14.7), îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

∆tãð = 2

z0∫

z1

dz

vãð(z)
.

Ýòî ïîäòâåðæäàåò ñìûñë vãð êàê ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ êâà-
çèìîíîõðîìàòè÷åñêîãî âîëíîâîãî ïàêåòà â öåëîì. Ïî àíàëîãèè
ìîæíî çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå äëÿ âðåìåíè çàïàçäûâàíèÿ îòäåëü-
íîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû ñ ÷àñòîòîé ω:

∆tô =
∆ϕ

ω
= 2

z0∫

z1

dz

vô(z)
. (14.8)

Ïîñêîëüêó vô = ω/k = c/n, ôîðìóëû (14.8) è (14.1) ñîâïàäàþò
äðóã ñ äðóãîì ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåíåáðåæèìî ìàëîãî ñëàãàåìîãî
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π/2. Âîçíèêíîâåíèå äàííîãî ðàçëè÷èÿ ñâÿçàíî ñ �êâàíòîâûìè ýô-
ôåêòàìè�, ïðîÿâëÿþùèìèñÿ â íåáîëüøîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïî-
âîðîòà. Ôàçà π/2 ñóòü âòîðîå ïðèáëèæåíèå â êâàçèêëàññè÷åñêîì
ðåøåíèè (14.1); îíà äàåò ïîïðàâêó ê êëàññè÷åñêîìó èíòåãðàëó
(14.8).

Çàäà÷à 15. Îòðàæåíèå âûñîêî÷àñòîòíîé ðàäèîâîëíû îò
èîíîñôåðû (òåîðèÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé).
Íàéòè êîýôôèöèåíò ñëàáîãî îòðàæåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíîé ðà-
äèîâîëíû îò èîíîñôåðû.

Ðåøåíèå. Ïîä âûñîêî÷àñòîòíîé ìû áóäåì ïîíèìàòü âîëíó, ÷à-
ñòîòà êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå ω À ωp =

√
4πe2nem/m.

Çäåñü ωp � ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà íà âûñîòå, ãäå äîñòèãàåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ nem (â F-ñëîå, ñì. çàäà÷ó 13).
Äëÿ òàêîé âîëíû äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü èîíîñôåðû

ε(z) = 1− ω2
p

ω2

ne(z)
nem

(15.1)

áëèçêà ê åäèíèöå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ôîðìóëîé (12.9) çà-
ïèøåì íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàäèîâîëíû, ðàñïðî-
ñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü âåðòèêàëüíîé îñè z, â âèäå

Eïàä(z, t) =
E0√
n(z)

exp


 iω

c

z∫

z1

n(ζ) dζ − iωt


 , (15.2)

ãäå n(z) =
√

ε(z) � ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû (íå ïóòàéòå
åãî ñ êîíöåíòðàöèåé ýëåêòðîíîâ ne), à z1 � íèæíÿÿ ãðàíèöà èîíî-
ñôåðû (ε(z1) = 1). Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ω À ωp, àñèìïòîòè-
÷åñêîå ðåøåíèå (15.2) ïðèãîäíî âî âñåé îáëàñòè z > z1 (èíûìè
ñëîâàìè, íå ñóùåñòâóåò òî÷êè ïîâîðîòà z0, â êîòîðîé ε = 0). Çà-
ìåòèì ñðàçó, ÷òî ôóíêöèÿ n(z) ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííîé; â ñèëó (15.1)
îíà èçìåíÿåòñÿ íà ìàñøòàáàõ L ∼ (ω/ωp)l, ãäå l � õàðàêòåðíàÿ
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òîëùèíà èîíîñôåðû (l ∼ 100 êì). 31) Âìåñòå ñ òåì âõîäÿùàÿ â
(15.2) ýêñïîíåíòà ñóòü áûñòðàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé z; õàðàêòåð-
íûì ìàñøòàáîì åå èçìåíåíèÿ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ äëèíà âîëíû
λ ∼ c/ω. 32) Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ñóùåñòâåííî ïðè âû÷èñëåíèè
ïðîèçâîäíûõ îò Eïàä(z, t).

Äëÿ îòðàæåííîé âîëíû ðåøåíèå îáùåãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

∂2E

∂z2
+

(nω

c

)2
E = 0 (15.3)

ïðåäñòàâèì â ôîðìå

Eîòð(z, t) = E1(z) exp


− iω

c

z∫

z1

n(ζ) dζ − iωt


 , (15.4)

ïðè÷åì àìïëèòóäà ñëàáîé îòðàæåííîé âîëíû óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ E1 ¿ E0/

√
n. Îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííîé ôóíêöèåé ñ

õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà L. ×òîáû åå íàéòè,
ïîäñòàâèì ñóììàðíîå ðåøåíèå E = Eïàä + Eîòð â (15.3). Òàê êàê
äèôôåðåíöèðîâàíèå ýêñïîíåíò äàåò ôàêòîð ±iωn/c, ïîñëå ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

[
E0

d2

dz2

(
1√
n

)]
· exp


 iω

c

z∫

z1

n(ζ) dζ


 +

+
[
d2E1

dz2
− 2

iωn

c

dE1

dz
− E1

iω

c

dn

dz

]
×

× exp


− iω

c

z∫

z1

n(ζ) dζ


 = 0 .

(15.5)

31)Â ýòîé îöåíêå ìû èñõîäèëè èç êâàäðàòè÷íîãî çàêîíà èçìåíåíèÿ êîíöåí-
òðàöèè ýëåêòðîíîâ.

32)Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì çàäà÷è λ ¿ c/ωp ∼ 5 ì.
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Ñëàãàåìûå â óðàâíåíèè (15.5), ñîäåðæàùèå E1, îöåíèâàþòñÿ êàê
E1/L2, E1/λL è E1/λL ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, âòîðîé
ïðîèçâîäíîé d2E1/dz2 ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü,
÷òî ïðèâîäèò ê áîëåå ïðîñòîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
äëÿ ôóíêöèè E1(z):

dE1

dz
+

1
2n

dn

dz
E1 ≡ 1√

n

d(E1
√

n)
dz

= χ(z),

ãäå

χ(z) = −
[
icE0

2ωn

d2

dz2

(
1√
n

)]
· exp


2iω

c

z∫

z1

n(ζ) dζ


 .

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü

E1(z) =
1√
n

z∫

∞

√
nχ(ζ)dζ ,

òàê ÷òî E1(∞) = 0 (çà èîíîñôåðîé èìååòñÿ òîëüêî ïðîøåäøàÿ
âîëíà).

Àìïëèòóäà îòðàæåíèÿ íà âûñîòå z îïðåäåëÿåòñÿ êàê

R(z) =
Eîòð
Eïàä

=
E1
√

n

E0
exp



−

2iω

c

z∫

z1

ndζ



 =

= − ic

2ω
exp



−

2iω

c

z∫

z1

ndζ



×

×
z∫

∞

1√
n

d2

dζ2

(
1√
n

)
· exp





2iω

c

ζ∫

z1

n(ξ)dξ



 dζ .

(15.6)
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Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì

I =

z∫

∞

1√
n

d2

dζ2

(
1√
n

)
· exp





2iω

c

ζ∫

z1

n(ξ)dξ



dζ =

=
1√
n

d

dz

(
1√
n

)
· exp





2iω

c

z∫

z1

n(ζ)dζ



−

−
z∫

∞

d

dζ

(
1√
n

)
· d

dζ


 1√

n
exp





2iω

c

ζ∫

z1

n(ξ)dξ






 dζ .

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ïðè z →∞ ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ïëàâíî âû-
õîäèò íà çíà÷åíèå n = 1, òàê ÷òî dn/dz|z=∞ = 0. Äèôôåðåíöèðî-
âàíèå ýêñïîíåíòû â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå äàåò ñóùåñòâåííî áîëü-
øèé âêëàä, ÷åì äèôôåðåíöèðîâàíèå ìåäëåííîé ôóíêöèè 1/

√
n.

Â ðåçóëüòàòå

I ≈ 1√
n

d

dz

(
1√
n

)
· exp





2iω

c

z∫

z1

n(ζ)dζ



−

− 2iω

c

z∫

∞

d

dζ

(
1√
n

)
· √n exp





2iω

c

ζ∫

z1

n(ξ)dξ



dζ .

Íàñ, ðàçóìååòñÿ, èíòåðåñóåò àìïëèòóäà îòðàæåíèÿ îò âñåé èîíî-
ñôåðû, ò.å. çíà÷åíèå R(z1). Ïîñêîëüêó dn/dz|z=z1

= 0 (ïîêàçàòåëü
ïðåëîìëåíèÿ íà íèæíåé ãðàíèöå èîíîñôåðû ïëàâíî ñòðåìèòñÿ ê
åäèíèöå), ïåðâîå ñëàãàåìîå â I ïðè z = z1 ïðîïàäàåò, è íà îñíîâà-
íèè (15.6)

R(z1) =

z1∫

∞

1
2n

dn

dz
exp





2iω

c

z∫

z1

n(ζ)dζ



 dz .
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Ýíåðãåòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò ñëàáîãî îòðàæåíèÿ îò èîíîñôåðû
(âåðîÿòíîñòü îòðàæåíèÿ ôîòîíà) ðàâåí

w = |R(z1)|2 =

∣∣∣∣∣∣

∞∫

z1

1
2n

dn

dz
exp





2iω

c

z∫

z1

n(ζ)dζ



 dz

∣∣∣∣∣∣

2

. (15.7)

Òàê êàê ôóíêöèÿ n(z) íå èìååò îñîáåííîñòåé íà âåùåñòâåííîé
îñè è ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííîé, âåëè÷èíà w ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà; åå
ãðóáî ìîæíî îöåíèòü êàê

exp
(
−4lω

c

ω

ωp

)
,

ãäå l � õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì èçìåíÿåòñÿ êîíöåí-
òðàöèÿ ýëåêòðîíîâ.

Â çàêëþ÷åíèå îáðàòèì âíèìàíèå íà åùå îäíî âàæíîå îáñòîÿ-
òåëüñòâî, î êîòîðîì ìû óìîë÷àëè â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Àñèìï-
òîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ (15.2) è (15.4), âîîáùå ãîâîðÿ, ñîäåðæàò
÷ëåíû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè. Ïîýòîìó ïðè ïîäñòàíîâ-
êå ýòèõ ðàçëîæåíèé â óðàâíåíèå (15.3) ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ
òåîðåòè÷åñêè ìîãóò äàòü âêëàä, ñîâïàäàþùèé ïî ïîðÿäêó âåëè-
÷èíû ñ îòíîñèòåëüíî ìàëîé ïðîèçâîäíîé d2n/dz2. Íàïîìíèì, ÷òî
èìåííî ÷ëåí ñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé îò n âîøåë â ðåøåíèå äëÿ
ôóíêöèè E1(z). Íå ïîëó÷èòñÿ ëè òàê, ÷òî ïðè ó÷åòå îòáðîøåííûõ
ñëàãàåìûõ â àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ ðåçóëüòàò ñóùåñòâåí-
íî èçìåíèòñÿ? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèÿ ω À ωp è l À c/ωp,
èñïîëüçîâàííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è, ïîçâîëÿþò ïðåíåáðå÷ü ÷ëå-
íàìè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷è-
íàìè, âõîäÿùèìè â ñîîòíîøåíèå (15.5). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí
ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò è ó÷òåíû òîëüêî òå ñëàãàåìûå, êîòîðûå
öåëåñîîáðàçíî óäåðæèâàòü â óðàâíåíèÿõ â ðàìêàõ òåîðèè âîçìó-
ùåíèé.

Çàäà÷à 16. Îòðàæåíèå âûñîêî÷àñòîòíîé ðàäèîâîëíû îò
èîíîñôåðû (ìåòîä Ëàíäàó�Äûõíå).
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Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü îòðàæåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíîé ðàäèî-
âîëíû îò èîíîñôåðû ìåòîäîì Ëàíäàó�Äûõíå.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âåð-
òèêàëüíî ââåðõ, èìååò âèä

∂2Ê

∂z2
+

(nω

c

)2
Ê = 0 , (16.1)

ïðè÷åì Ê(z, t) = E(z) exp(−iωt), à n(z) =
√

ε(z) � ïîêàçàòåëü ïðå-
ëîìëåíèÿ ñðåäû. Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè, êîãäà n(z) �
ìåäëåííàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé z (ò.å. îíà ìåíÿåòñÿ ñóùåñòâåííî
íà ðàññòîÿíèÿõ, áîëüøèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû), ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (16.1) äàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì

E(z) =
E0√
n(z)

×

×


exp


 iω

c

z∫

∗
n(ξ) dξ


 + R(z) exp


− iω

c

z∫

∗
n(ξ) dξ






 .

(16.2)

Çäåñü R(z) � àìïëèòóäà îòðàæåíèÿ âîëíû íà âûñîòå z, E0 � àì-
ïëèòóäà ïàäàþùåé âîëíû ïðè n = 1 (â íèæíåé ÷àñòè èîíîñôåðû);
èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè.

Èäåÿ ìåòîäà Ëàíäàó�Äûõíå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàññìîòðåòü
àìïëèòóäó ïàäàþùåé âîëíû ïðè z → −∞ è àíàëèòè÷åñêè ïðî-
äîëæèòü åå â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z íà çíà÷åíèÿ z → +∞.
Ïðè ýòîì â ðåøåíèè ïîÿâèòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëàÿ äîáàâêà ê
ïàäàþùåé âîëíå, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé îòðàæåííóþ âîëíó. Òà-
êàÿ äîáàâêà ìàòåìàòè÷åñêè âîçíèêàåò èç-çà íàëè÷èÿ îñîáîé òî÷êè
z = z0, â êîòîðîé n = 0. Äëÿ âûñîêî÷àñòîòíîé (ω À ωp) ðàäèî-
âîëíû â ñèëó îáùåé ôîðìóëû (15.1) òî÷êà z0, î÷åâèäíî, ëåæèò â
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò âåùåñòâåííîé
îñè.
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Ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèþ ε(z) = n2(z) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè z = z0, ïîëó÷èì

ε(z) = Ĉ · (z − z0) + . . .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ĉ 6= 0 è ðàçëîæåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ (z − z0).
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ n(z) èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

n(z) = C
√

z − z0 (1 + O(z − z0)) (16.3)

è z0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé êîðíåâîãî âåòâëåíèÿ. Òî÷íîå (íå àñèìïòîòè-
÷åñêîå) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

E(z) = A
√

z − z0 ·H(2)
1/3


ω

c

z∫

z0

n(ξ)dξ


 , (16.4)

ãäå H
(2)
1/3 � ôóíêöèÿ Õàíêåëÿ âòîðîãî ðîäà (ñ èíäåêñîì 1/3). Ïî-

äîáíûé âûáîð ðåøåíèÿ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè |z| → ∞ îíî
ïåðåõîäèò â àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå

E(z) ∼ 1√
n(z)

exp


 iω

c

z∫

z0

n(ξ) dξ − 5iπ

12


 , (16.5)

ïî ñòðóêòóðå ñîîòâåòñòâóþùåå ïàäàþùåé âîëíå (ñì. (16.2)). Ïîä-
õîä ê òî÷êå z0 è óõîä îò íåå ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè
äîëæåí èäòè ïî ëèíèÿì, íà êîòîðûõ

Im

z∫

z0

n(ξ) dξ = const ∀z . (16.6)

Äåéñòâèòåëüíî, êâàçèêëàññè÷åñêîå ðåøåíèå (16.2) óðàâíåíèÿ (16.1)
ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ åãî ïðèìåíèìî-
ñòè òðåáóåòñÿ óñëîâèå

∣∣∣∣∣∣
iω

c

z∫

∗
n(ξ) dξ

∣∣∣∣∣∣
À 1 .
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàëû â îáåèõ ýêñïîíåíòàõ, âõîäÿùèõ
â (16.2), äîëæíû èìåòü îäèíàêîâóþ ìíèìóþ ÷àñòü; â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîå ðåøåíèå ñëåäîâàëî áû âûáðîñèòü.
Ýòî è äîêàçûâàåò �ïðàâèëî îáõîäà� (16.6). Â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0,
ãäå ðàáîòàåò Òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå (16.3), ñîîòíîøåíèå (16.6)
ñâîäèòñÿ ê

Im
[
2C

3
(z − z0)3/2

]
= const ,

÷òî äàåò òðè ëèíèè, ðàñõîäÿùèåñÿ ïîä óãëîì 2π/3 äðóã îòíîñè-
òåëüíî äðóãà. Äâå èç íèõ èäóò ñîîòâåòñòâåííî â ñòîðîíó z → −∞
(A) è z → +∞ (B) (ðèñ. 9). Ïåðåõîä ñ ëèíèè A íà ëèíèþ B

Ðèñ. 9

ïðè àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ôóíêöèè (16.5) (â îêðåñòíîñòè
òî÷êè z0) ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ ôàçû êîìïëåêñíîãî çíà÷åíèÿ
z− z0 íà 2π/3. Ïîñêîëüêó âáëèçè òî÷êè z = z0 àðãóìåíò ôóíêöèè
Õàíêåëÿ â (16.4) åñòü

ζ(z) =
2Cω

3c
(z − z0)3/2 ,

ïîñëå ïåðåõîäà ñ îäíîãî ëó÷à íà äðóãîé â íåì ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíè-
òåëüíûé ìíîæèòåëü eiπ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûì òîæäåñòâîì
äëÿ ôóíêöèé Õàíêåëÿ îò êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ζ èìååì

H
(2)
1/3(e

iπζ) = H
(2)
1/3(ζ) + eiπ/3H

(1)
1/3(ζ) . (16.7)
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Òàêèì îáðàçîì, àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ ñ îäíîãî ëó-
÷à íà äðóãîé ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ îòðàæåííîé âîëíû, êîòîðàÿ
îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé Õàíêåëÿ ïåðâîãî ðîäà. Ïðèìåíÿÿ äàííîå
ñîîòíîøåíèå ê ôóíêöèè Õàíêåëÿ â (16.4) è óñòðåìëÿÿ z → −∞
(ïî ëó÷ó A), ïîëó÷èì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (16.7) äàåò ïðî-
øåäøóþ âîëíó (ïîñêîëüêó àðãóìåíò eiπζ(z) â ôóíêöèè Õàíêåëÿ
óõîäèò ïðè ýòîì â ñòîðîíó z → +∞ ïî ëó÷ó B), à ïðàâàÿ ÷àñòü
ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí:

E(z → −∞) =
E0√
n(z)


exp


 iω

c

z∫

z0

n(ξ) dξ − 5iπ

12


 +

+ eiπ/3 exp


− iω

c

z∫

z0

n(ξ) dξ +
5iπ

12





 .

(16.8)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå, î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâóåò ïàäàþùåé âîëíå, à
âòîðîå � îòðàæåííîé. Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäà îòðàæåíèÿ R,
âõîäÿùàÿ â (16.2), ðàâíà

R(z) =
Eîòð
Eïàä

= −eiπ/6 exp



−

2iω

c

z∫

z0

n(ξ)dξ



.

Âîçâîäÿ ìîäóëü îò ýòîãî âûðàæåíèÿ â êâàäðàò, íàéäåì ýêñïîíåí-
öèàëüíî ìàëóþ âåðîÿòíîñòü îòðàæåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíîé ðàäèî-
âîëíû îò èîíîñôåðû:

w = |R(z)|2 = exp



−

4ω

c
Im

z0∫

z

n(ξ)dξ



. (16.9)

Â êà÷åñòâå íèæíåãî ïðåäåëà ìîæåò áûòü âûáðàíà ëþáàÿ òî÷êà
íà âåùåñòâåííîé îñè z, ïîñêîëüêó èíòåãðàë ïî âåùåñòâåííîé îñè
íå äàåò âêëàäà â âåðîÿòíîñòü. Òî÷êà âåòâëåíèÿ z0 íàõîäèòñÿ èç
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óñëîâèÿ n(z0) = 0. Åñëè äàííîå óðàâíåíèå èìååò íåñêîëüêî êîì-
ïëåêñíûõ êîðíåé, òî èç íèõ íóæíî âûáðàòü êîðåíü ñ ìèíèìàëüíîé
ìíèìîé ÷àñòüþ; èìåííî îí äàñò îñíîâíîé âêëàä â çíà÷åíèå w.

Ïðîèëëþñòðèðóåì îáùåå ðåøåíèå (16.9) íà ïðèìåðå F-ñëîÿ
èîíîñôåðû, ãäå êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ ìîæåò áûòü êà÷åñòâåí-
íî àïïðîêñèìèðîâàíà ïàðàáîëîé:

ne = nem

[
1− a(z − zm)2/z2

m

]
.

Îïðåäåëÿÿ, êàê è ðàíüøå, ïëàçìåííóþ ÷àñòîòó
ωp =

√
4πe2nem/m

â îáëàñòè ìàêñèìóìà ýëåêòðîííîé êîíöåíòðàöèè, ïðåäñòàâèì äè-
ýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ïëàçìû â âèäå

ε(z) = 1− 4πe2ne(z)
mω2

= ε0 + a
ω2

p

ω2

(
z − zm

zm

)2

.

Çäåñü ε0 = 1 − ω2
p/ω2 > 0 ïðè ω > ωp. Â ðåçóëüòàòå òî÷êà z0, â

êîòîðîé ε = 0, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

z0 − zm = +izm
ω

ωp

√
ε0

a
.

Èç ïàðû êîðíåé ìû âûáðàëè ðåøåíèå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
êîìïëåêñíîãî z, ïðèâîäÿùåå ê ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîìó çíà÷åíèþ
w. Çàìåíà êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z íà x â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðå-
äåëåíèåì z − zm = ix äàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîêàçàòåëÿ
ïðåëîìëåíèÿ:

n(z) =
√

ε(z) =

√
ε0 − a

ω2
p

ω2

x2

z2
m

.

Èíòåãðàë â (16.9), â êîòîðîì ìîæíî ïîëîæèòü z = zm (íèæíèé
ïðåäåë íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò), ïðèîáðåòàåò âèä

Im

z0∫

zm

n(z)dz =

x0∫

0

√
ε0 − a

ω2
p

ω2

x2

z2
m

dx , x0 = zm
ω

ωp

√
ε0

a
.
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Ïîñëå çàìåíû x/x0 = sin t èìååì:

Im

z0∫

zm

n(z)dz = x0
√

ε0

π/2∫

0

cos2(t) dt =
π

4
ω

ωp

zmε0√
a

.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò èíòåãðàë â (16.9), íàéäåì âåðîÿòíîñòü îòðàæå-
íèÿ ðàäèîâîëíû îò ïàðàáîëè÷åñêîãî áàðüåðà:

w = exp
{
−πω2zmε0

cωp
√

a

}
¿ 1 . (16.10)

Óñëîâèå ïðèãîäíîñòè äàííîãî ðåøåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêà-
çàòåëü ýêñïîíåíòû áûë âåëèê (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå). Ïîëàãàÿ
ε0, a ∼ 1, ïîëó÷èì êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè ôîðìóëû (16.10):

ω

ωp

ωzm

c
À 1 . (16.11)

Íà ïðàêòèêå ωpzm/c À 1 ñ áîëüøèì çàïàñîì (c/ωp ∼ 5 ì, à zm ∼
∼ 250 êì) è íåðàâåíñòâî (16.11) çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ ïðîñòî
ïðè ω > ωp. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ïðèìåíèìîñòè ôîðìóëû (16.10)
íå îáÿçàòåëüíî òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ áîëåå æåñòêîãî óñëîâèÿ
ω À ωp.

Ïðåäýêñïîíåíòà â îáùåì ðåøåíèè (16.9) ðàâíà åäèíèöå. Ðå-
øåíèå (15.7), ïîëó÷åííîå â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ñ ïîìîùüþ òåî-
ðèè âîçìóùåíèé (ïðèìåíèìî ê ñëàáîé îòðàæåííîé âîëíå), ìîæíî
ïðèâåñòè ê òîìó æå ïîêàçàòåëþ ýêñïîíåíòû, ÷òî è â (16.9), åñëè
èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïåðåâàëà äëÿ âõîäÿùåãî â (15.7) èíòåãðàëà.
Îäíàêî âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì ïðåäýêñïîíåíòà îòëè÷íà îò åäèíè-
öû. Ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå ïðåäýêñïîíåíòû â âåðîÿòíîñòè ñëàáîãî
îòðàæåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíîé ðàäèîâîëíû äàåòñÿ èìåííî ôîðìó-
ëîé (16.9), âûâåäåííîé íà îñíîâå ïîäõîäà Ëàíäàó�Äûõíå. Ïðè÷è-
íîé îøèáêè â ïîäõîäå òåîðèè âîçìóùåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå
îáñòîÿòåëüñòâî: åñëè îäíî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ìàëî ïî
ñðàâíåíèþ ñ äðóãèì, òî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî òî æå ñàìîå âåðíî è
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äëÿ èíòåãðàëîâ. Èìåííî òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ñëó÷àå.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ne(z) âîëíî-
âîå óðàâíåíèå (16.1) ðåøàåòñÿ òî÷íî; îáùåå ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ôóíêöèè ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà. Â ñëó÷àå ñëàáîãî îòðà-
æåíèÿ (êîãäà ω > ωp) åãî âåðîÿòíîñòü w äàåòñÿ ôîðìóëîé (16.10).
Ïðè ñèëüíîì îòðàæåíèè (êîãäà ω 6 ωp) âåðîÿòíîñòü W îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôîðìóëîé Êåìáëà, èçâåñòíîé èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè:

W =
w

1 + w
, (16.12)

ãäå w íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (16.10) (åñëè ôîðìàëüíî ðàñïðî-
ñòðàíèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íà çíà÷åíèÿ ω 6 ωp). Â ÷àñòíî-
ñòè, ïðè ω = ωp (ε0 = 0) ïîëó÷èì W = 1/2 (âåðîÿòíîñòü îòðàæå-
íèÿ ïðè êàñàíèè ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà). Åñëè ω ¿ ωp, òî

w ≈ exp
{

πωpzm

c
√

a

}
À 1 ,

è W → 1, êàê è äîëæíî áûòü. Â ïîäîáíîì ñëó÷àå ìàëîé âåëè÷èíîé
ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ðàäèîâîëíû ÷åðåç ïàðàáîëè-
÷åñêèé áàðüåð:

1−W ≈ exp
{
−πωpzm

c
√

a

}
¿ 1 .

Âåëè÷èíà

−k2(z) = −ε0ω
2

c2
= −ε0ω

2

c2
− a

ω2
p

c2

(
z − zm

zm

)2

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë ýêâèâàëåíòíîé çà-
äà÷è êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñ ýíåðãèåé ÷àñòèöû E = 0 (ðèñ. 10).
Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà âåëè÷èíû ε0 èìååò ìåñòî ëèáî íàäáàðüåð-
íîå (ñëàáîå) îòðàæåíèå (ïðè ε0 > 0), ëèáî ïîäáàðüåðíîå (ñèëüíîå)
îòðàæåíèå (ïðè ε0 < 0). Ïðè ε0 = 0 ðåàëèçóåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûé
ñëó÷àé, êîãäà âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ñîñòàâëÿåò 1/2.
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Ðèñ. 10

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà Êåìáëà (16.12) ñî çíà÷å-
íèåì w èç îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ (16.9) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ
êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ îòðàæåíèÿ ðàäèîâîëíû îò èîíîñôå-
ðû â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ïëàâíîé çàâèñèìîñòè ε(z). Ñ åå ïîìî-
ùüþ ìîæíî îöåíèòü êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ íèçêî÷àñòîòíîé ðà-
äèîâîëíû îò E-ñëîÿ, â êîòîðîì ýëåêòðîííàÿ êîíöåíòðàöèÿ ëèíåé-
íî èçìåíÿåòñÿ ñ âûñîòîé.

Çàäà÷à 17. Áåññòîëêíîâèòåëüíîå çàòóõàíèå ïðîäîëüíûõ
ïëàçìåííûõ âîëí íà ýëåêòðîíàõ (çàòóõàíèå Ëàíäàó).
Ðàññìîòðåòü áåññòîëêíîâèòåëüíîå çàòóõàíèå ïðîäîëüíûõ ïëàç-
ìåííûõ âîëí, îáóñëîâëåííîå ïåðåäà÷åé ýíåðãèè âîëíû äâèæóùèì-
ñÿ âìåñòå ñ íåé ýëåêòðîíàì (çàòóõàíèå Ëàíäàó). Ñðàâíèòü åãî
ñ äðóãèìè ìåõàíèçìàìè çàòóõàíèÿ â ïëàçìå.

Ðåøåíèå. Ïîìèìî ïîïåðå÷íûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, â ïëàçìå
ñóùåñòâóþò òàêæå è ïðîäîëüíûå âîëíû, ñâÿçàííûå ñ ëîêàëüíûìè
èçìåíåíèÿìè ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè. Ðàññìîòðèì âîçáóæäåíèå
îäíîìåðíûõ ïðîäîëüíûõ ïëàçìåííûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ
âäîëü íåêîòîðîé îñè x. Âîëíà õàðàêòåðèçóåòñÿ âîçìóùåíèåì ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ E(x, t), êîòîðîå íàïðàâëåíî ïî îñè x; ìàãíèòíîå
ïîëå ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì íóëþ èç-çà ñóùåñòâåííî íåðåëÿòè-
âèñòñêîãî õàðàêòåðà äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â
òî÷êå x = 0 â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âêëþ÷àåòñÿ �âíåøíåå
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âîçäåéñòâèå�:

E(0, t) =
{

Em exp(iωt) , t > 0 ,
0 , t 6 0 .

(17.1)

Çàäà÷à ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè îñîáåííîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ èí-
äóöèðîâàííîé òàêèì îáðàçîì ïëàçìåííîé âîëíû â ïðîñòðàíñòâå.

Ïëàçìåííûå âîëíû ñîçäàþòñÿ ïîäâèæíûìè ýëåêòðîíàìè, à
èîíû ëèøü îáåñïå÷èâàþò ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòü ñðåäû. Â îòñóò-
ñòâèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñêîðîñòè òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðî-
íîâ v ïîä÷èíÿþòñÿ îäíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ Ìàêñâåëëà:

f0(v) = ne

√
me

2πT
exp(−mev

2/2T ) .

Çäåñü T � ýëåêòðîííàÿ òåìïåðàòóðà (èçìåðÿåìàÿ â ýíåðãåòè÷åñêèõ
åäèíèöàõ), ne � ÷èñëî ýëåêòðîíîâ â åäèíèöå îáúåìà ïëàçìû, me �
ìàññà ýëåêòðîíà. Âîçáóæäåíèå ñëàáîé ïëàçìåííîé âîëíû ïðèâî-
äèò ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ìàëîìó âîçìóùåíèþ ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ f(v, x, t); f ¿ f0. Óðàâíåíèå Áîëüöìàíà äëÿ ýòîé ôóíêöèè
èìååò âèä

∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
=

eE(x, t)
me

df0

dv
. (17.2)

Â ïðàâîé ÷àñòè ìû îãðàíè÷èëèñü íåâîçìóùåííîé ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ f0, ïîñêîëüêó òàì óæå ïðèñóòñòâóåò ìàëîå âîçìóùå-
íèå E (çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé). Êðîìå òîãî, ìû ïðåíåáðåãëè
ñòîëêíîâåíèÿìè ýëåêòðîíîâ ìåæäó ñîáîé, à òàêæå ñ èîíàìè è ñ
íåéòðàëüíûìè àòîìàìè ïëàçìû. Âîçìóùåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, î÷åâèäíî, ïîðîæäàåò íåíóëåâóþ ïëîòíîñòü òîêà

j = −e

∞∫

−∞
vfdv . (17.3)

Âåëè÷èíà 17.3 ñâÿçàíà ñ âîçìóùåíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ óðàâ-
íåíèåì Ìàêñâåëëà

0 = rotH =
4π

c
j +

1
c

∂E
∂t

, (17.4)
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çàìûêàþùèì íàøó ñèñòåìó.
Ñôîðìóëèðîâàííóþ âûøå êðàåâóþ çàäà÷ó ðåøàåì ñ ïîìîùüþ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïî âðåìåíè:

fp(v, x) =

∞∫

0

f(v, x, t)e−ptdt .

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê óðàâíåíèÿì (17.2), (17.3),
(17.4), ïîëó÷èì ñèñòåìó





pfp + v
∂fp

∂x
=

eEp

me

df0

dv
,

jp = −e

∞∫

−∞
vfpdv ,

4πjp + pEp = 0 .

(17.5)

Çäåñü jp(x) è Ep(x) � ñîîòâåòñòâåííî îáðàçû ôóíêöèé j(x, t) è
E(x, t). Ñèñòåìà (17.5) ëåãêî ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó
óðàâíåíèþ äëÿ fp(v, x):

pfp + v
∂fp

∂x
=

4πe2

me

df0

dv

1
p

∞∫

−∞
fp(ξ, x)ξdξ . (17.6)

Ðåøåíèå èùåì â ôîðìå

fp(v, x) = F (v)e−qx, (17.7)

ïðè÷åì êîìïëåêñíîå âîëíîâîå ÷èñëî q íå çàâèñèò îò v. Ïîäñòàíîâ-
êà (17.7) â (17.6) äàåò

(p− qv)F =
4πe2

me

df0

dv

1
p

∞∫

−∞
F (ξ)ξdξ . (17.8)
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Ëåâàÿ ÷àñòü (17.8) ïîñëå óìíîæåíèÿ íà v/(p− qv) è èíòåãðèðîâà-
íèÿ ïî ñêîðîñòÿì ïðèíèìàåò âèä

∞∫

−∞
F (v)vdv . (17.9)

Òàêîé æå èíòåãðàë ñîäåðæèòñÿ è â ïðàâîé ÷àñòè (17.8), ïîýòîìó
íà íåãî ìîæíî ñîêðàòèòü. Â èòîãå ïðèõîäèì ê äèñïåðñèîííîìó ñî-
îòíîøåíèþ äëÿ ïëàçìåííîé âîëíû, çàäàþùåìó íåÿâíûì îáðàçîì
ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè p è q:

p =
4πe2

me

∞∫

−∞

v

(p− qv)
df0

dv
dv . (17.10)

Ïðåæäå ÷åì àíàëèçèðîâàòü ýòî äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå, ïî-
ëó÷èì îáùåå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ âîçìóùåíèÿ ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ. Èç óðàâíåíèÿ (17.8) ëåãêî âûðàçèòü ôóíêöèþ F (v),
êîòîðàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (17.7) îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå fp:

fp(v, x) =
1

p(p− qv)
4πe2

me

df0

dv
Ae−qx.

Ïîñðåäñòâîì ïîñòîÿííîé A îáîçíà÷åí íåèçâåñòíûé ïîêà èíòåãðàë
(17.9). Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå ðåøåíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû
(17.5), íàéäåì Ep:

Ep(x) =
4πe

p
Ae−qx.

Â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ Ep(x), î÷åâèäíî, äîëæíà ñîâïàäàòü ñ îá-
ðàçîì îò çàäàííîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ (17.1):

Ep(0) =

∞∫

0

E(0, t)e−ptdt = Em

∞∫

0

eiωt−ptdt =
Em

p− iω
.
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Â ðåçóëüòàòå îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ Ep(x) èìååò âèä

Ep(x) =
Em

p− iω
e−qx.

Âûïîëíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïîëó÷èì èñêîìîå
ðåøåíèå:

E(x, t) =
Em

2πi

∫

γ

exp [pt− q(p)x]
(p− iω)

dp .

Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ γ â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî p ïðîõîäèò
ïðàâåå âñåõ îñîáåííîñòåé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè (â äàííîì
ñëó÷àå ïîëþñà p = iω).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîìïëåêñíóþ ôàçîâóþ ñêîðîñòü âîç-
ìóùåíèé

u = p/q(p) = u′ + iu′′ ;

îíà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà p. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî
îïðåäåëåíèÿ ïåðåïèøåì ðåøåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E(x, t) =
Em

2πi

∫

γ

exp [p · (t− x/u)]
(p− iω)

dp .

Ïðè x < u′t êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ çàìûêàåòñÿ â ëåâîé ïîëó-
ïëîñêîñòè (èñõîäÿ èç óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà), è èíòåãðàë
ðàâåí âû÷åòó â ïîëþñå p = iω:

E(x, t) = Em exp [iω(t− x/u(iω))] . (17.11)

Åñëè æå x > u′t, êîíòóð çàìûêàåòñÿ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, ÷òî
ïðèâîäèò ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ èíòåãðàëà � âîëíà íå óñïåâàåò äîé-
òè äî óäàëåííûõ îáëàñòåé çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ïðè t →∞, îäíàêî,
ðåøåíèå (17.11) ñòàíîâèòñÿ ïðèãîäíûì âî âñåì ïðîñòðàíñòâå; â
äàëüíåéøåì áóäåì èìåòü äåëî èìåííî ñ òàêèì ïðåäåëüíûì ñëó-
÷àåì.
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Ôóíêöèÿ (17.11) îïèñûâàåò âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ êàê â
îáëàñòü ïîëîæèòåëüíûõ, òàê è îòðèöàòåëüíûõ x ñ ýêñïîíåíöèàëü-
íûì çàòóõàíèåì. Îòäåëÿÿ â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû äåéñòâèòåëü-
íóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ïðèâåäåì åãî ê âèäó

iω

(
t− u′x

|u|2
)
− ωu′′x

|u|2 .

Çíà÷åíèÿì u′ > 0 ñîîòâåòñòâóåò âîëíà, áåãóùàÿ â ñòîðîíó ïîëî-
æèòåëüíûõ x, è äëÿ åå çàòóõàíèÿ ìû íåîáõîäèìî èìåòü u′′ > 0.
Àíàëîãè÷íî, äëÿ u′ < 0 ïîëó÷àåòñÿ u′′ < 0. Òàêèì îáðàçîì, â ñè-
ëó ñèììåòðèè ïðàâîé è ëåâîé ïîëîâèí ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
îáëàñòÿì x > 0 è x < 0 îòâå÷àþò çíà÷åíèÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè ±u.
Çäåñü è äàëåå ïîä u ïîíèìàåòñÿ âåòâü äèñïåðñèîííîé çàâèñèìîñòè
ñ u′, u′′ > 0.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ïðè êîòîðîé âîçìóùå-
íèÿ èìåþò âåùåñòâåííóþ ÷àñòîòó è êîìïëåêñíîå âîëíîâîå ÷èñëî,
íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîé; îíà ïîäõîäèò äëÿ èññëåäîâàíèÿ
âîëí, íåïðåðûâíî ãåíåðèðóåìûõ òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì. Âîçìîæ-
íà òàêæå âðåìåííàÿ ïîñòàíîâêà, êîãäà ó âîëíû êîìïëåêñíàÿ ÷à-
ñòîòà è âåùåñòâåííîå âîëíîâîå ÷èñëî; èìåííî îíà áûëà èñïîëüçî-
âàíà Ëàíäàó. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà îïèñûâàåò ýâîëþöèþ âîçìóùåíèé
âî âðåìåíè ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 èçâåñòíî
èõ ðàñïðåäåëåíèå â ïðîñòðàíñòâå, à ïðè t > 0 íèêàêèõ âîçäåé-
ñòâèé íà ñèñòåìó íå ïðîèçâîäèòñÿ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à îò-
íîñèòñÿ ê òèïó íà÷àëüíûõ çàäà÷, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ðåøàåìîé
íàìè êðàåâîé çàäà÷å. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî îáå ïîñòàíîâêè ïðè-
âîäÿò ê îäíîìó è òîìó æå äèñïåðñèîííîìó óðàâíåíèþ (17.10), è
ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî ðàâíîçíà÷íûìè � âûáîð çàâèñèò îò
êîíêðåòíîãî òèïà ôèçè÷åñêîé ïðîáëåìû.

Òåïåðü ìîæíî ïðèñòóïèòü ê àíàëèçó äèñïåðñèîííîãî óðàâíå-
íèÿ (17.10). Â òåðìèíàõ ôàçîâîé ñêîðîñòè îíî çàïèñûâàåòñÿ â
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ôîðìå

p2 = −4πe2u

me

∞∫

−∞

v

(v − u)
df0

dv
dv . (17.12)

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f0 èìååì

p2

ω2
p

=
2u√
π

(me

2T

)3/2
∞∫

−∞

v2 exp(−αv2)
v − u

dv =

= − 2u√
π

(me

2T

)3/2 d

dα

∞∫

−∞

exp(−αv2)
v − u

dv .

(17.13)

Çäåñü ωp =
√

4πnee2/me � ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà ýëåêòðîíîâ, à ïà-
ðàìåòð α = me/2T . Èòàê, íóæíî èññëåäîâàòü èíòåãðàë

I(α) =

∞∫

−∞

exp(−αv2)
v − u

dv . (17.14)

Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü u ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé âåëè÷èíîé, è ïðè èí-
òåãðèðîâàíèè ïî âåùåñòâåííîé îñè â çíàìåíàòåëå íå âîçíèêàåò
îñîáåííîñòè. Ðàçáèâàÿ èíòåãðàë íà äâà êóñêà, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿì ñêîðîñòè, ïîñëå ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

I(α) = 2u

∞∫

0

exp(−αv2)
v2 − u2

dv .

Åñëè óìíîæèòü äàííîå âûðàæåíèå íà exp(αu2) è ïðîäèôôåðåí-
öèðîâàòü ïî ïàðàìåòðó α, â ïðàâîé ÷àñòè îêàæåòñÿ ñòàíäàðòíûé
Ãàóññîâ èíòåãðàë:

d

dα

[
I(α)eαu2

]
= −2ueαu2

∞∫

0

exp(−αv2)dv = −ueαu2

√
π

α
.
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Ïðèõîäèì ê ïðîñòîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ôóíê-
öèè I(α):

dI

dα
+ u2I = −u

√
π

α
.

Îáùåå ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

I(α) = Ce−αu2 − u
√

π e−αu2

α∫

0

exp(ξu2)√
ξ

dξ .

Êîíñòàíòà C, î÷åâèäíî, ðàâíà I(0); â ñèëó (17.14)

C =

∞∫

−∞

dv

v − u
=

{
iπ , u′′ > 0
−iπ , u′′ < 0

}
= iπ sign(u′′) . (17.15)

Â ðåçóëüòàòå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå (17.13) ñâîäèòñÿ ê

1
2

p2

ω2
p

= uα3/2 ×

×

i
√

π u2 sign(u′′)e−αu2 − u3

α∫

0

exp
{
(ξ − α)u2

}
√

ξ
dξ


 + αu2 .

Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà vT =
√

2T/me = 1/
√

α ñóòü õàðàêòåðíàÿ
òåïëîâàÿ ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ (íàèâåðîÿòíåéøàÿ ñêîðîñòü â òðåõ-
ìåðíîì òåïëîâîì äâèæåíèè). Êðîìå òîãî, â âûðàæåíèè (17.11)
äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïàðàìåòð p = iω. Ïðîèçâîäÿ â èíòå-
ãðàëå çàìåíó η = 1 − ξ/α, â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå:

ω2

2ω2
p

= ū4

1∫

0

exp
{−ηū2

}
√

1− η
dη − i

√
π ū3 sign(u′′)e−ū2 − ū2 . (17.16)
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Çäåñü ū = u/vT � ìàñøòàáèðîâàííàÿ ôàçîâàÿ ñêîðîñòü. Óðàâíå-
íèå (17.16) îïðåäåëÿåò íåÿâíóþ çàâèñèìîñòü u(ω). Ïîñêîëüêó â
ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì çàòóõàíèÿ âîëíû íà ±∞ çíàêè u′ è u′′

ñîâïàäàþò (u′u′′ > 0), (17.16) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì îòíîñèòåëüíî ïåðå-
ìåííîé u. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äèñïåðñèîííîìó ñîîòíîøåíèþ (17.16),
êàê è äîëæíî áûòü, óäîâëåòâîðÿåò ïàðà êîðíåé ±u, è â äàëüíåé-
øåì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî �ïîëîæèòåëüíóþ� âåòâü, ó êî-
òîðîé u′, u′′ > 0.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17.16) óäàåòñÿ ïîëó÷èòü â
äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ: |ū| ¿ 1 è |ū| À 1. Â ïåðâîì èç íèõ
èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà åäèíèöû, â ÷åì íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ðàñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíòó â ðÿä Òåéëîðà. Òàêèì îáðà-
çîì, â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå (17.16) âûðîæäàåòñÿ â

2ū2 = −(ω/ωp)2, ω/ωp ¿ 1 ,

îòêóäà âûòåêàåò ÷èñòî ìíèìîå ðåøåíèå äëÿ âîëíîâîãî ÷èñëà:

k = ±iωp/vT .

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàòóõàíèþ âîçìóùåíèé íà
ðàññòîÿíèÿõ, ìíîãî ìåíüøèõ äëèíû âîëíû, êàê è äîëæíî áûòü â
íèçêî÷àñòîòíîì ïðåäåëå ω ¿ ωp.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ êî âòîðîìó ïðåäåëüíîìó ñëó÷àþ. Ïðè
|ū| À 1 îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë äàåò íåáîëüøàÿ îêðåñòíîñòü
íèæíåãî ïðåäåëà, ãäå η ¿ 1. Ðàñêëàäûâàÿ çíàìåíàòåëü â ðÿä
Òåéëîðà, ïîëó÷èì ãëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòîòèêè èíòåãðàëà:

1∫

0

exp
{−ηū2

}
√

1− η
dη =

=

1∫

0

(
1 +

1
2
η +

3
8
η2 + ...

)
exp

{−ηū2
}
dη =

=
1
ū2

+
1
2

1
ū4

+
3
4

1
ū6

+ O

(
1
ū8

)
.
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Çäåñü ìû ïðåíåáðåãëè ñëàãàåìûìè ïîðÿäêà (1/ū2)e−ū2 ; äàæå ïî-
ñëå óìíîæåíèÿ íà ū4 îíè âñå ðàâíî îêàçûâàþòñÿ ìíîãî ìåíüøå
÷ëåíà i

√
π ū3 sign(u′′) e−ū2 â óðàâíåíèè (17.16). Ïîñëåäíåå â ãëàâ-

íîì ïðèáëèæåíèè èìååò âèä

ω2

ω2
p

= 1 +
3
2

1
ū2
− 2i

√
π ū3 sign(u′′)e−ū2

. (17.17)

Â ñèëó îöåíêè |ū| À 1 äàííûé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò
÷àñòîòàì âîçìóùåíèé, áëèçêèì ê ïëàçìåííîé ÷àñòîòå ωp (õîòÿ è
íåìíîãî ïðåâîñõîäÿùèì åå). Ìíèìàÿ ÷àñòü ôàçîâîé ñêîðîñòè, î÷å-
âèäíî, ñóùåñòâåííî ìåíüøå âåùåñòâåííîé, ïîñêîëüêó îïðåäåëÿåò-
ñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûì ÷ëåíîì ñ ìíèìîé åäèíèöåé â óðàâíå-
íèè (17.17); òî æå ñàìîå, åñòåñòâåííî, ñïðàâåäëèâî è äëÿ ìíèìîé
÷àñòè âîëíîâîãî ÷èñëà. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì ñëåäóþùèé çàêîí
äèñïåðñèè u′(ω):

u′(ω) =
vT

2

√
3ωp

ω − ωp
À vT , ω → ωp + 0 .

Òàê êàê u = ω/k, ãäå k = k′+ik′′ � êîìïëåêñíîå âîëíîâîå ÷èñëî, òî
ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê çàâèñèìîñòè k′(ω):

ω

ωp
= 1 +

3
4

(
k′vT

ωp

)2

.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äåëî ñ äëèííîâîëíîâûì ïðèáëèæåíèåì:

k′ ¿ ωp

vT
.

Äëÿ ìíèìîé ÷àñòè ôàçîâîé ñêîðîñòè ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

u′′ = −vT

(
u′

vT

)6 2
√

π

3
sign(u′′) exp

{−(u′/vT )2
}

,

êîòîðîå íå èìååò ðåøåíèé.
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×òîáû âûéòè èç çàòðóäíåíèÿ, Ëàíäàó ïðåäëîæèë èçìåíèòü
ñïîñîá èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ñêîðîñòÿì â äèñïåðñèîííîì ñîîòíîøå-
íèè (17.12). Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå
ñîäåðæèò èíòåãðàë âèäà

∞∫

−∞

dv

v − u
.

Ïîëþñ v = u ëåæèò íàä âåùåñòâåííîé îñüþ (ìû ðàññìàòðèâàåì
äèñïåðñèîííóþ âåòâü u′, u′′ > 0). Åñëè ïðîâåñòè êîíòóð èíòåãðè-
ðîâàíèÿ íå ïî âåùåñòâåííîé îñè, êàê ýòî äåëàëîñü ïðåæäå, à â
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè v âûøå ïîëþñà (ñì. ðèñ. 11), òî èíòåãðàë
ïî òàêîìó êîíòóðó áóäåò ðàâåí ñóììå èíòåãðàëà ïî âåùåñòâåííîé
îñè (iπ) è âû÷åòà â ïîëþñå.

Ðèñ. 11

Ïîñëåäíèé åñòü −2πi èç-çà îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îáõîäà.
Â èòîãå êîíòóðíûé èíòåãðàë ðàâåí −iπ, è ïðè ïîäñòàíîâêå åãî
âìåñòî èíòåãðàëà ïî âåùåñòâåííîé îñè â âûðàæåíèå (17.15), äëÿ
êîíñòàíòû C èìååì ðåøåíèå

C =
∫

γv

dv

v − u
= −iπ

âíå çàâèñèìîñòè îò çíàêà u′′. Ýòî íèêàê íå âëèÿåò íà âåùåñòâåí-
íóþ ÷àñòü ôàçîâîé ñêîðîñòè, îäíàêî èñïðàâëÿåò âûðàæåíèå äëÿ
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ìíèìîé ÷àñòè:

u′′ = vT

(
u′

vT

)6 2
√

π

3
exp

{−(u′/vT )2
}
. (17.18)

Â ñëó÷àå, êîãäà u′ < 0 (âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ñòîðîíó x < 0),
êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íóæíî ïðîâåñòè íèæå ïîëþñà, ÷òî äàåò
îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå äëÿ u′′, ðàâíîå ïî ìîäóëþ (17.18). Òàêèì
îáðàçîì, ïðàâèëî îáõîäà Ëàíäàó íå òîëüêî îáåñïå÷èâàåò ðàçðå-
øèìîñòü äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ, íî è ïðèâîäèò ê âûáîðó çà-
òóõàþùåãî ðåøåíèÿ èç äâóõ âåòâåé äèñïåðñèîííîé çàâèñèìîñòè
(u′′ > 0 ïðè x > 0, è u′′ < 0 ïðè x < 0).

Èç óðàâíåíèÿ (17.18) ëåãêî íàéòè, ÷òî ìíèìàÿ ÷àñòü âîëíîâîãî
÷èñëà çàâèñèò îò ÷àñòîòû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∣∣k′′(ω)
∣∣ =

ω

vT

(
u′

vT

)4 2
√

π

3
exp

{−(u′/vT )2
} ≡

≡ 3
√

π

8

(
ωp

vT

) (
ωp

ω − ωp

)2

exp
{
−3

4

(
ωp

ω − ωp

)}
.

Îíà îïðåäåëÿåò ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûé äåêðåìåíò áåññòoëêíî-
âèòåëüíîãî çàòóõàíèÿ ïëàçìåííûõ âîëí (Ë.Ä. Ëàíäàó, 1946). Çà-
òóõàíèå ñâÿçàíî ñ ïåðåäà÷åé ýíåðãèè âîëíû ýëåêòðîíàì, òåï-
ëîâàÿ ñêîðîñòü êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ âîëíû
u′. Îäíàêî èç-çà òîãî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå u′ ñóùå-
ñòâåííî ïðåâûøàåò õàðàêòåðíóþ òåïëîâóþ ñêîðîñòü vT , äîëÿ òà-
êèõ �ðåçîíàíñíûõ� ýëåêòðîíîâ ïðîïîðöèîíàëüíà ìàëîìó ôàêòîðó
exp

{−(u′/vT )2
}
, è çàòóõàíèå òàêæå ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëî.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ÷èñëîâûå äàííûå, êàñàþùèåñÿ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîííûõ ïëàçìåííûõ âîëí â èîíîñôåðå íà âû-
ñîòå 100 êì. Êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ è èîíîâ íà ýòîé âûñîòå
ñîñòàâëÿåò ne = 105 ñì−3, òåìïåðàòóðà ýëåêòðîíîâ T = 200 Ê, à
êîíöåíòðàöèÿ íåéòðàëüíûõ ìîëåêóë na = 1013 ñì−3. ×àñòîòà âîë-
íû ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà (k′vT /ωp)2 ðàâíà
ïëàçìåííîé ÷àñòîòå ωp =

√
4πnee2/me = = 1.8 · 107 1/ñ.
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Ïîìèìî áåññòîëêíîâèòåëüíîãî çàòóõàíèÿ Ëàíäàó, â ïëàçìå
åñòü åùå äâà ìåõàíèçìà çàòóõàíèÿ, îáóñëîâëåííûå ñòîëêíîâåíè-
ÿìè ýëåêòðîíîâ ñ íåéòðàëüíûìè àòîìàìè è ñ ïîëîæèòåëüíûìè
èîíàìè. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñòîëêíîâåíèÿ ñ íåéòðàëüíûìè àòî-
ìàìè, êîòîðûå ïðåäñòàâèì øàðèêàìè ñ ðàäèóñîì a = 10−8 ñì. Êè-
íåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ïðè óêàçàííîé âûøå òåìïåðàòóðå
åñòü E = 3T/2 = 300 Ê. Âîëíîâîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå òàêîé
ýíåðãèè, â àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö ðàâíî k =

√
2E = 0.00435 àå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ka ¿ 1. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ñå÷åíèå
ðàññåÿíèÿ ìåäëåííîãî ýëåêòðîíà íà íåéòðàëüíîì àòîìå êàê íà
íåïðîíèöàåìîì øàðèêå ïðîñòî ñîâïàäàåò ñ åãî ãåîìåòðè÷åñêèì
ñå÷åíèåì: σ = πa2. ×àñòîòà ñòîëêíîâåíèé ýëåêòðîíà ñ íåéòðàëü-
íûìè àòîìàìè, òàêèì îáðàçîì, ðàâíà

νea = naσvT = naσ
√

2E/me = 3 · 104 1/ñ¿ ωp .

Òåïåðü âû÷èñëèì ÷àñòîòó νei ñòîëêíîâåíèé ýëåêòðîíîâ ñ àòîìàð-
íûìè èîíàìè. Ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå ôèçè÷åñêîé êèíåòèêè, âû-
òåêàþùåé èç ôîðìóëû Ðåçåðôîðäà äëÿ êóëîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ,
èìååì

νei =
4
√

2πe4ne

3
√

meT
3/2
e

lnΛ , Λ =
T

3/2
e

e3
√

4πne
.

Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëîâûå äàííûå, íàõîäèì çíà÷åíèå νei = 1.3·103 1/ñ.
Âèäíî ÷òî ðàññåÿíèå íà èîíàõ ïðîèñõîäèò ñóùåñòâåííî ðåæå, ÷åì
íà íåéòðàëüíûõ àòîìàõ èîíîñôåðû, è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ïðè êàêèõ äëèíàõ ïëàçìåííûõ âîëí çàòóõàíèå Ëàíäàó áóäåò
îïðåäåëÿþùèì, ò.å. ïðåâûñèò çàòóõàíèå èç-çà ñòîëêíîâåíèé ýëåê-
òðîíîâ ñ íåéòðàëüíûìè àòîìàìè? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ íóæ-
íî ñðàâíèòü õàðàêòåðíóþ äëèíó ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè âîëíû ðåçî-
íàíñíûìè ýëåêòðîíàìè ïðè çàòóõàíèè Ëàíäàó ñ äëèíîé ñâîáîä-
íîãî ïðîáåãà ýëåêòðîíîâ ïðè ðàññåÿíèè. Ïåðâàÿ, î÷åâèäíî, åñòü
1/k′′, â òî âðåìÿ êàê âòîðàÿ ñîñòàâëÿåò 1/naσ ≈ 320 ñì. Çàòóõà-
íèå Ëàíäàó áóäåò ïðåîáëàäàòü íàä ðàññåÿíèåì íà íåéòðàëüíûõ
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àòîìàõ, åñëè 1/k′′ < 1/naσ. Îáà ýòè ýôôåêòà ñðàâíèìû ïî âåëè-
÷èíå, êîãäà 1/k′′ = 1/naσ, ò.å.

naσvT =
2
√

π

3
ωp

(
ωp

k′vT

)4

exp

{
−

(
ωp

k′vT

)2
}

. (17.19)

Ñ ó÷åòîì ÷èñëîâûõ îöåíîê ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

0.0014 = x2 exp(−x) , x = (ωp/k′vT )2 . (17.20)

Äàííîå òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå èìååò äâà ïîëîæèòåëüíûõ
êîðíÿ; íàñ èíòåðåñóåò áîëüøèé èç íèõ, òàê êàê ñîîòíîøåíèå
(17.19) ïðèìåíèìî òîëüêî ê äëèííîâîëíîâûì êîëåáàíèÿì ñ ìà-
ëûì âîëíîâûì ÷èñëîì (÷àñòîòà áëèçêà ê ïëàçìåííîé). ×èñëåííîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17.20) äàåò êîðåíü x = 11.4467, à âìåñòå ñ
íèì è âîëíîâîå ÷èñëî k′ ≈ 0.67 ñì−1; ñîîòâåòñòâóþùàÿ äëèíà
âîëíû ðàâíà λ = 2π/k′ ≈ 9.4 ñì. Ïðè äëèíàõ âîëí, ìåíüøèõ ýòîãî
çíà÷åíèÿ, çàòóõàíèå Ëàíäàó áóäåò äîìèíèðóþùèì.

Òåì íå ìåíåå â ðàìêàõ äëèííîâîëíîâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñóùå-
ñòâóåò íèæíåå îãðàíè÷åíèå íà äëèíó âîëíû. Â ñàìîì äåëå, ÷àñòî-
òà ïëàçìåííîé âîëíû ω áëèçêà ïëàçìåííîé ÷àñòîòå ωp ïðè óñëîâèè
k′vT /ωp ¿ 1. Ïåðåõîäÿ ê ìåíåå ñòðîãîìó íåðàâåíñòâó k′vT /ωp < 1,
ïîëó÷èì ãðóáóþ îöåíêó äëÿ äëèíû âîëíû: λ > 0.9 ñì. Òàêèì îá-
ðàçîì, ó ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòàìè ω ∼ ωp çàòóõàíèå
Ëàíäàó ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì â äèàïàçîíå äëèí ýëåêòðîííûõ
ïëàçìåííûõ âîëí îò 1 äî 10 ñì.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè çàòóõàíèè Ëàíäàó ýíòðîïèÿ ýëåêòðîííîãî
ãàçà íå èçìåíÿåòñÿ, è ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì (òåïëîâîå äâè-
æåíèå ýëåêòðîíîâ òåîðåòè÷åñêè ñïîñîáíî íàêà÷èâàòü âîëíó; òàêàÿ
íàêà÷êà âîçìîæíà, åñëè íåâîçìóùåííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ df0/dv|v=u′ > 0). Ðàññåÿíèå æå ýëåêòðîíîâ
íà íåéòðàëüíûõ àòîìàõ åñòü ñóùåñòâåííî íåîáðàòèìûé ïðîöåññ �
àòîìû íå ìîãóò ïåðåäàâàòü âîëíå ñâîþ ýíåðãèþ. Â ýòîì ïðèíöè-
ïèàëüíîå îòëè÷èå çàòóõàíèÿ Ëàíäàó îò âñåõ äðóãèõ ìåõàíèçìîâ
ïîãëîùåíèÿ ïëàçìåííûõ âîëí.



Ãëàâà 4

Âçàèìîäåéñòâèå ñîëíå÷íîãî âåòðà
ñ ìàãíèòíûì ïîëåì Çåìëè

Çàäà÷à 18. Îöåíêè äëÿ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèö ìàãíè-
òîñôåðû Çåìëè.
Îöåíèòü âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíèöû ìàãíèòîñôåðû Çåìëè ñî
ñòîðîíû Ñîëíöà (ìàãíèòîñôåðà � ýòî îáëàñòü êîñìè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, îïðåäåëÿåìàÿ âçàèìîäåéñòâèåì ñîëíå÷íîãî âåòðà ñ
ìàãíèòíûì ïîëåì Çåìëè).

Ðåøåíèå. Ñîëíå÷íûé âåòåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòîê ðàçðåæåí-
íîé ïëàçìû, ñîñòîÿùåé â îñíîâíîì èç ïðîòîíîâ è ýëåêòðîíîâ.
Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìàãíèòîñôåðû îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ðàâåí-
ñòâà êèíåìàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ýòîãî ïîòîêà äàâëåíèþ ìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ Çåìëè. Ïåðâîå, åñòåñòâåííî, ñîçäàåòñÿ òîëüêî ïðîòîíàìè
è ðàâíî

p = npmpv
2. (18.1)

Çäåñü np � êîíöåíòðàöèÿ ïðîòîíîâ â ñîëíå÷íîì âåòðå (â ðàéîíå
çåìíîé îðáèòû îíà ñîñòàâëÿåò 5 1/ñì3), mp = 1.67 ·10−24 ã � ìàññà
ïðîòîíà, v = 4 · 107 ñì/ñ � åãî õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü. Ïîäñòàâëÿÿ
äàííûå çíà÷åíèÿ â (18.1), äëÿ äàâëåíèÿ ñîëíå÷íîãî âåòðà ïîëó÷èì
îöåíêó

p = 1.35 · 10−8 ã/ñì · ñ2.
Íà âåðõíåé ãðàíèöå ìàãíèòîñôåðû Çåìëè (ò.í. ìàãíèòîïàóçå)

111
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äàâëåíèå p äîëæíî óðàâíîâåøèâàòüñÿ ìàãíèòíûì äàâëåíèåì

pm =
B2

8π
, (18.2)

ãäå B � èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè íà èñêîìîì ðàññòîÿ-
íèè R îò åå öåíòðà, ñîîòâåòñòâóþùåì âåðõíåé ãðàíèöå. Â ýêâàòî-
ðèàëüíîé ïëîñêîñòè èíäóêöèÿ íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ýòîé
ïëîñêîñòè è ðàâíà ïî ìîäóëþ B = M/R3 (M � ìàãíèòíûé ìî-
ìåíò Çåìëè). Åñëè B0 � èíäóêöèÿ ïîëÿ ó ïîâåðõíîñòè Çåìëè (íà
ýêâàòîðå), òî

B = B0

(
R⊕
R

)3

.

Çäåñü R⊕ = 6380 êì � ðàäèóñ Çåìëè, B0 = 0.31 Ãàóññ. Ïðèðàâíè-
âàÿ (18.1) è (18.2), èìååì

R

R⊕
=

(
B2

0

8πp

)1/6

.

Ïîäñòàíîâêà ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé ïðèâîäèò ê îöåíêå R/R⊕ ≈ 8,
êîòîðàÿ íåïëîõî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè
(Rexp/R⊕ = 10.8).

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê íèæíåé ãðàíèöå. Âëèÿíèå ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ Çåìëè íà äâèæåíèå ïðîòîíîâ ñîëíå÷íîãî âåòðà èñ÷åçàåò, êîãäà
÷àñòîòà ñòîëêíîâåíèé ïðîòîíîâ ñ àòîìàìè àòìîñôåðû ñòàíîâèòñÿ
áîëüøå ëàðìîðîâîé ÷àñòîòû ωB èõ âðàùåíèÿ â ìàãíèòíîì ïî-
ëå. Ââèäó ìàëîñòè òîëùèíû àòìîñôåðû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì
Çåìëè, èíäóêöèÿ ïîëÿ â íåé ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâ-
íîé B0 (â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè). Òàêèì îáðàçîì, íà íèæíåé
ãðàíèöå ìàãíèòîñôåðû ïîëó÷àåì óñëîâèå

nav · πa2 =
eB0

mpc
≡ ωB . (18.3)

Çäåñü v � ñêîðîñòü ïðîòîíà, a ≈ 10−13 ñì � åãî ðàäèóñ, na � àò-
ìîñôåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ íà èñêîìîé âûñîòå. Ñ ó÷åòîì ÷èñëîâûõ
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äàííûõ íàõîäèì äëÿ ëàðìîðîâîé ÷àñòîòû çíà÷åíèå 3 · 103 1/ñ, è
â ñèëó (18.3) ïîðîãîâàÿ êîíöåíòðàöèÿ ñîñòàâëÿåò na = 2.5 · 1011

1/ñì3. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò âûñîòå ïîðÿäêà 130 êì íàä ïîâåðõíî-
ñòüþ Çåìëè.

Çàäà÷à 19. Äâèæåíèå ïðîòîíîâ âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé
ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè. Ïîëÿðíûå ñèÿíèÿ.
Ïîêàçàòü, ÷òî ïåðèîä êîëåáàíèé çàõâà÷åííûõ ìàãíèòíûì ïîëåì
Çåìëè ïðîòîíîâ ñîëíå÷íîãî âåòðà âäîëü ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëè-
íèé ñëàáî çàâèñèò îò ôèò÷-óãëà (óãëà ìåæäó âåêòîðîì ñêîðî-
ñòè ïðîòîíà è âåêòîðîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè).

Ðåøåíèå. Ïóñòü ôèò÷-óãîë ïðîòîíà íà ýêâàòîðå, ò.å. óãîë ìåæ-
äó íàïðàâëåíèåì ñêîðîñòè ïðîòîíà íà ýêâàòîðå è íàïðàâëåíèåì
ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ïëîñêîñòè ýêâàòîðà), ðàâåí
α (ðèñ. 12). Ïîëíóþ ñêîðîñòü ïðîòîíà îáîçíà÷èì ÷åðåç v � îíà
ñîõðàíÿåòñÿ â íåîäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå.

Ðèñ. 12

Ïðåíåáðåãàÿ ìåäëåííûì äðåéôîì ïðîòîíà â íàïðàâëåíèè èçìå-
íåíèÿ äîëãîòû, ñâÿçàííûì ñ íåîäíîðîäíîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ
Çåìëè (ñì. çàäà÷ó 20), ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî åãî äâèæåíèå ñêëàäû-
âàåòñÿ èç äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ: áûñòðîãî âðàùåíèÿ âîêðóã ñèëî-
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âûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ëàðìîðîâîé ÷àñòîòîé è äâèæåíèÿ
âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé. Åñëè vn � ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè ïðîòîíà íà íà-
ïðàâëåíèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ìàãíèòíîìó ïîëþ (ïëîñêîñòü ëàð-
ìîðîâñêîãî âðàùåíèÿ), òî â õîäå äâèæåíèÿ âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé
îñòàåòñÿ íåèçìåííîé âåëè÷èíà v2

n/B, íàçûâàåìàÿ àäèàáàòè÷åñêèì
èíâàðèàíòîì (ñì. [10]). Èç ïîñòîÿíñòâà îòíîøåíèÿ v2

n/B íåòðóäíî
çàêëþ÷èòü, ÷òî âîçðàñòàíèå èíäóêöèè ïîëÿ B ïî ìåðå äâèæåíèÿ
ïðîòîíà ê ïîëþñó ñîïðîâîæäàåòñÿ ðîñòîì ïîïåðå÷íîé êîìïîíåí-
òû ñêîðîñòè vn è, ñëåäîâàòåëüíî, óìåíüøåíèåì ïðîäîëüíîé êîì-
ïîíåíòû ñêîðîñòè vt. Â òî÷êå ïîâîðîòà vt îáðàùàåòñÿ â íóëü, è
vn = v.

Îïðåäåëèì êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè íà øèðîòå θ
(óãîë θ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ýêâàòîðà â ñòîðîíó ñåâåðíîãî ïîëþ-
ñà, ñì. ðèñ. 12). 33) Ââîäÿ ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë ñîîòíîøåíèåì
B = −∇ψ, çàïèøåì äëÿ íåãî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå:

ψ = (Mr)/r3 .

Çäåñü M � ìàãíèòíûé ìîìåíò Çåìëè, 34) à r � ðàññòîÿíèå îò öåí-
òðà Çåìëè äî ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà. Âçÿòèå ãðà-
äèåíòà îò ψ äàåò çíà÷åíèÿ èíäóêöèè:

B =
3(Mr)r−Mr2

r5
.

Äëÿ ïðîåêöèé èíäóêöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñôåðè÷åñêîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò ñ îñüþ, íàïðàâëåííîé âäîëü ìàãíèòíîãî ìîìåíòà,
ïîëó÷èì

Br = −2M sin θ

r3
, Bθ =

M cos θ

r3
. (19.1)

Ïîëíîå ìàãíèòíîå ïîëå íà øèðîòå θ ïî ìîäóëþ ðàâíî

B =
M

r3

√
1 + 3 sin2 θ . (19.2)

33)Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàãíèòíûå ïîëþñà Çåìëè
ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè ïîëþñàìè.

34)Âåêòîð M íàïðàâëåí îò ñåâåðíîãî ïîëþñà ê þæíîìó.
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Ïîñìîòðèì, êàê ìàãíèòíîå ïîëå èçìåíÿåòñÿ âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé.
Ïîñêîëüêó íà ñèëîâîé ëèíèè ïî îïðåäåëåíèþ

dr

Br
=

rdθ

Bθ
,

ñ ó÷åòîì (19.1) èìååò ìåñòî óðàâíåíèå

dr

r
= −2

sin θdθ

cos θ
,

ðåøåíèå êîòîðîãî åñòü

r = r0 cos2 θ .

Çäåñü r0 � ðàññòîÿíèå äî ðàññìàòðèâàåìîé ñèëîâîé ëèíèè îò öåí-
òðà Çåìëè â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (19.2) ìàãíèò-
íîå ïîëå íà ñèëîâîé ëèíèè çàâèñèò îò øèðîòû ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

B =
M

r3
0 cos6 θ

√
1 + 3 sin2 θ . (19.3)

Îíî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè äâèæåíèè îò ýêâàòîðà ê ïîëþñàì.
Óñëîâèå ïîâîðîòà äðåéôóþùåãî ïðîòîíà íà íåêîòîðîé øèðîòå

θmax ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

v2 sin2 α

B(θ = 0)
=

v2

B(θmax)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà B(θ) èç (19.3), ïîëó÷èì íåÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ
óãëà ïîâîðîòà θmax:

sin2 α =
cos6 θmax√

1 + 3 sin2 θmax

. (19.4)

Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ôèò÷-óãëà α ïðåäåëüíûé óãîë θmax ìîíîòîííî
óáûâàåò äî íóëÿ (êîãäà α → π/2).
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Ïåðèîä êîëåáàíèé ïðîòîíà âäîëü ñèëîâîé ëèíèè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ ïðåäñòàâèì â ôîðìå èíòåãðàëà

T = 4

L∫

0

dl

vt
.

Çäåñü dl � ýëåìåíò äóãè ñèëîâîé ëèíèè, à L � ðàññòîÿíèå, ïðîõî-
äèìîå ïðîòîíîì äî òî÷êè ïîâîðîòà îò ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè.
Òàê êàê (dl)2 = (dr)2 + r2dθ2, òî

(
dl

dθ

)2

= r2 +
(

dr

dθ

)2

= r2
0 cos4 θ + 4r2

0 cos2 θ sin2 θ .

Ñëåäîâàòåëüíî,

dl

dθ
= r0 cos θ

√
1 + 3 sin2 θ .

Ïðîäîëüíóþ ñêîðîñòü vt ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç èçâåñòíóþ èç
óñëîâèÿ v2

n/B = const ïîïåðå÷íóþ ñêîðîñòü vn:

v2
t = v2 − v2

n = v2 − v2 sin2 α
B(θ)

B(θ = 0)
.

Ñ ó÷åòîì (19.3) èìååì

vt = v

(
1− sin2 α

√
1 + 3 sin2 θ

cos6 θ

)1/2

.

Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó ïî
øèðîòå θ:

T = 4

θmax∫

0

dl

dθ

dθ

vt(θ)
.
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Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ dl/dθ è vt, íàéäåì

T =
4r0

v
f(α) ,

f(α) =

θmax(α)∫

0

cos4 θ
√

1 + 3 sin2 θ√
cos6 θ − sin2 α

√
1 + 3 sin2 θ

dθ .

(19.5)

Ïåðèîä êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé
ôèò÷-óãëà α, â ÷åì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç (19.5).
Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ f(α) áëèçêà ê åäèíèöå âî âñåì
äèàïàçîíå çíà÷åíèé α. Äëÿ ñèëîâîé ëèíèè, ïðîõîäÿùåé íà ðàññòî-
ÿíèè r0 = 10R⊕ ∼ 6 · 104 êì â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà (R⊕ � ðàäèóñ
Çåìëè), è ñêîðîñòè ïðîòîíà v ≈ 4 · 107 ñì/ñ, õàðàêòåðíîé äëÿ
ñîëíå÷íîãî âåòðà, ñïðàâåäëèâà îöåíêà T ∼ 10 ìèí.

Èíòåãðàë (19.5) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷à-
ÿõ. Åñëè α = 0, ò.å. ïðîòîí íà ýêâàòîðå äâèæåòñÿ âäîëü ñèëîâûõ
ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ïåðïåíäèêóëÿðíî ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñ-
êîñòè), òî

f(α → 0) =

π/2∫

0

cos θ
√

1 + 3 sin2 θ dθ = 1 +
1

2
√

3
ln

(
2 +

√
3
)
≈ 1.38 .

Íàïðîòèâ, åñëè α → π/2, ò.å. ïðîòîí íà ýêâàòîðå ïî÷òè íå
èìååò ñêîðîñòè âäîëü ñèëîâîé ëèíèè, òî ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé
x = sin θ ïîëó÷èì

f(α) =

xmax∫

0

√
1 + 3x2

1− sin2 α
√

1 + 3x2/(1− x2)3
dx .

Èç (19.4) íåñëîæíî íàéòè, ÷òî â ñëó÷àå α → π/2

xmax =
√

2
3

cosα ¿ 1 ,
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è ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà
ïî ñòåïåíÿì x ¿ 1:

f(α) ≈
xmax∫

0

dx√
cos2 α− 9x2/2

.

Âû÷èñëåíèå ýòîãî ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà äàåò

f(α → π/2) = π/3
√

2 ≈ 0.74 .

Ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî âî âñåì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ ôèò÷-
óãëà îò 0 äî π/2 ïåðèîä êîëåáàíèé T ìåíÿåòñÿ ìåíåå ÷åì â äâà
ðàçà. Çäåñü, êîíå÷íî, íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî åñëè óãîë α ñòðî-
ãî ðàâåí π/2, òî ïðîòîí ïîñòîÿííî íàõîäèòñÿ â ýêâàòîðèàëüíîé
ïëîñêîñòè è íèêàêèõ êîëåáàíèé íå ïðîèñõîäèò (T = ∞). Îäíà-
êî äàæå áåñêîíå÷íî ìàëîãî âîçìóùåíèÿ ε ê çíà÷åíèþ α = π/2
îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ âûâîäà ïðîòîíà èç ýêâàòîðèàëüíîé
ïëîñêîñòè. Â ýòîì ñìûñëå äâèæåíèå ïðîòîíà â ïëîñêîñòè ýêâàòî-
ðà, ðàññìîòðåííîå ïîäðîáíî â çàäà÷å 20, ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.
Îáîáùåííàÿ çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ôèò÷-óãëà ñîäåð-
æèò δ-ôóíêöèþ:

T (α) = T0 δ
(π

2
− α

)
+

4r0

v
f(α) .

Çäåñü T0 � íåêîòîðàÿ íîðìèðîâî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Îòíîñèòåëüíî äâèæåíèÿ ïðîòîíîâ âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ ñëåäóåò ñäåëàòü âàæíîå çàìå÷àíèå: åñëè ôèò÷-óãîë
áëèçîê ê íóëþ, òî ïðîòîíû ìîãóò äîñòèãàòü àòìîñôåðû Çåìëè.
Â ñàìîì äåëå, íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (19.4) ïðè α → 0 èìååì

θmax =
π

2
−

(
α
√

2
)1/3

+ . . .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â óðàâíåíèå ñèëîâûõ ëèíèé, íàéäåì

r(θmax) ≈ r0 ·
(
α
√

2
)2/3

.
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Êàêèì áû áîëüøèì íè áûëî íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå r0 äî ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñèëîâîé ëèíèè, ïðè ìàëûõ α îíà äîñòèãàåò ïîâåðõíî-
ñòè Çåìëè (è àòìîñôåðû). Ïîïàäàÿ â àòìîñôåðó, ïðîòîíû èñïû-
òûâàþò ðàññåÿíèå (ïðåèìóùåñòâåííî íà íåéòðàëüíûõ àòîìàõ) è
íå âîçâðàùàþòñÿ îáðàòíî âäîëü ñèëîâîé ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Èìåííî èç-çà ðàññåÿíèÿ áûñòðûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö êîñìè÷åñêî-
ãî èçëó÷åíèÿ â Çåìíîé àòìîñôåðå â ðàéîíå ïîëþñîâ âîçíèêàþò
õîðîøî èçâåñòíûå ïîëÿðíûå ñèÿíèÿ.

Ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåé ôîðìóëå r = R⊕ ââèäó ìàëîñòè òîëùè-
íû àòìîñôåðû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì Çåìëè, ïîëó÷èì îöåíêó
äëÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ôèò÷-óãëà, ïðè êîòîðîì íà÷èíàåòñÿ
çàõâàò ïðîòîíîâ àòìîñôåðîé:

αêðèò ≈ 1√
2

(
R⊕
r0

)3/2

.

Âñå ïðîòîíû ñ ìåíüøèìè ôèò÷-óãëàìè (íà çàäàííîì íà÷àëüíîì
ðàññòîÿíèè r0 îò öåíòðà Çåìëè) ïîãëîòÿòñÿ â àòìîñôåðå.

Îòìåòèì, ÷òî íàéäåííûå â çàäà÷å ïåðèîä êîëåáàíèé T è êðè-
òè÷åñêèé óãîë αêðèò íå çàâèñÿò îò ìàãíèòíîãî ìîìåíòà Çåìëè. Íà
ðåçóëüòàò âëèÿåò ëèøü íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå r0 ïðîòîíà â ýêâàòî-
ðèàëüíîé ïëîñêîñòè, à òàêæå åãî ïîëíàÿ ñêîðîñòü v (èëè ýíåðãèÿ
E = mpv

2/2).

Çàäà÷à 20. Äðåéô ïðîòîíîâ â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè
Çåìëè.
Íàéòè ïåðèîä äðåéôà ïðîòîíà ñîëíå÷íîãî âåòðà â ýêâàòîðèàëü-
íîé ïëîñêîñòè Çåìëè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñèëîâûì ëèíèÿì åå ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ. Ýíåðãèÿ ïðîòîíà ðàâíà E, à ðàäèóñ îðáèòû äðåéôà
ñîñòàâëÿåò r0.

Ðåøåíèå. Åñëè âåêòîð ñêîðîñòè ïðîòîíà, âõîäÿùåãî â ìàãíèòî-
ñôåðó â ðàéîíå ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè Çåìëè, ñòðîãî ïàðàëëå-
ëåí åé, òî ïðè äàëüíåéøåì äâèæåíèè îí áóäåò îñòàâàòüñÿ â ýòîé
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ïëîñêîñòè. Ââèäó ñëàáîé íåîäíîðîäíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè
â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè (â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà), ïðîòîí íà÷íåò
ñîâåðøàòü ìåäëåííîå äðåéôîâîå äâèæåíèå ïî êðóãîâîé îðáèòå ñ
íåêîòîðûì ðàäèóñîì r0, îäíîâðåìåííî âðàùàÿñü âîêðóã ñèëîâûõ
ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä

m
dv
dt

=
e

c
[v,B]− Gm⊕m

r2
ey ,

ãäå m � ìàññà ïðîòîíà, e � åãî çàðÿä, G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïî-
ñòîÿííàÿ, m⊕ � ìàññà Çåìëè, âåêòîð ey = r/r çàäàåò ðàäèàëüíîå
íàïðàâëåíèå; îí ïåðïåíäèêóëÿðåí îðáèòå äðåéôà. Èíäóêöèÿ ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ Çåìëè â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè ïîëó÷àåòñÿ èç
âûðàæåíèé (19.1) ïðè θ = 0:

B =
M

r3
ez ; (20.1)

çäåñü M � ìàãíèòíûé ìîìåíò Çåìëè, à ez � åäèíè÷íûé âåêòîð,
íàïðàâëåííûé ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ýêâàòîðà â ñòîðîíó ñå-
âåðíîãî ïîëþñà. Ââåäåì òàêæå åäèíè÷íûé âåêòîð ex = [ey, ez] â
íàïðàâëåíèè êàñàòåëüíîé ê îðáèòå äðåéôà ñ âîñòîêà íà çàïàä
(ðèñ. 13), äîïîëíÿþùèé âåêòîðà ey è ez äî ïðàâîé òðîéêè.

Ïðîòîí âðàùàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v⊥ âîêðóã ñèëîâûõ ëèíèé ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà ρ è ïðè ýòîì äâèæåòñÿ ïî îð-
áèòå ñî ñêîðîñòüþ v∂ = exv∂ = v−v⊥; î÷åâèäíî, ÷òî v∂ ¿ v⊥. Òàê
êàê, èñõîäÿ èç çäðàâîãî ñìûñëà, ρ ¿ r0, òî èíäóêöèþ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ è ãðàâèòàöèîííóþ ñèëó ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà.
Â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ëèíåéíûì ÷ëåíîì ðàçëî-
æåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíûì ìàëîìó ñìåùåíèþ ïðîòîíà y = r − r0

â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíî îðáèòû (ðèñ. 13):

B(r) = B(r0) +
dB
dr

∣∣∣∣
r0

· y + . . . ,
1
r2

=
1
r2
0

− 2
r3
0

y + . . . .
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Ðèñ. 13

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (20.1) äëÿ èíäóêöèè èìååì:

B(r) = B0 − 3M

r4
0

y + . . . , B0 =
M

r3
0

.

Ïîäñòàâëÿÿ äàííûå ðàçëîæåíèÿ â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ è îòáðà-
ñûâàÿ êâàäðàòè÷íûå ÷ëåíû, íàéäåì:

m
dv⊥
dt

+ m
dv∂

dt
=

eB0

c
[v⊥, ez] +

eB0

c
[v∂ , ez]−

−3eM

cr4
0

y[v⊥, ez]− Gm⊕m

r2
0

ey +
2Gm⊕m

r3
0

eyy .

(20.2)

Â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

m
dv⊥
dt

=
eB0

c
[v⊥, ez] , (20.3)

êîòîðîå îïèñûâàåò áûñòðîå âðàùåíèå ïðîòîíà âîêðóã ñèëîâûõ ëè-
íèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ëàðìîðîâîé ÷àñòîòîé ω = eB0/mc. Âëèÿ-
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íèåì ãðàâèòàöèè íà ýòî äâèæåíèå ìû ïðåíåáðåãëè, ïîñêîëüêó îò-
íîøåíèå ãðàâèòàöèîííîé ñèëû ê ìàãíèòíîé õàðàêòåðèçóåòñÿ ìà-
ëûì ïàðàìåòðîì

ρ

r0

R⊕
r0

(vI

v

)2
¿ 1 .

Çäåñü vI ≈ 8 êì/ñ � ïåðâàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü, à R⊕ = 6380
êì � ðàäèóñ Çåìëè. 35) Â ïðåäåëàõ ìàãíèòîñôåðû, ãäå àêòóàëüíà
çàäà÷à î äðåéôå, îòíîøåíèå r0/R⊕ íå áîëüøå 10 (ñì. çàäà÷ó 18), è
äàííûé ìíîæèòåëü â ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ ìû ó÷èòûâàòü
íå áóäåì (îí òîëüêî óñèëèâàåò íåðàâåíñòâî). Ïåðâàÿ êîñìè÷åñêàÿ
ñêîðîñòü íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøå òèïè÷íîé ñêîðîñòè v ïðî-
òîíà â ñîëíå÷íîì âåòðå; ìàëî òàêæå è îòíîøåíèå ρ/r0.

Îïðåäåëÿÿ ñìåùåíèÿ x è y ïðîòîíà îòíîñèòåëüíî äðåéôóþùå-
ãî öåíòðà (â íàïðàâëåíèè âåêòîðîâ ex è ey, ñì. ðèñ. 13), ïðåäñòà-
âèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (20.3) â âèäå

x(t) = ρ cos(ωt), y(t) = −ρ sin(ωt) .

Ïðè íàáëþäåíèè ñ ñåâåðíîãî ïîëþñà ïðîòîí âðàùàåòñÿ ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå (ðèñ. 13); ñêîðîñòü áûñòðîãî âðàùåíèÿ åñòü

v⊥ = exẋ + eyẏ = ω[exy − eyx] .

Çàìåòèì, ÷òî ñìåùåíèå y óæå âõîäèò ÿâíûì îáðàçîì â óðàâíåíèå
(20.2), õàðàêòåðèçóÿ ìàëûå îòêëîíåíèÿ ïîëåé îò èõ çíà÷åíèé íà
îðáèòå ïðîòîíà.

Ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå äàåò óðàâíåíèå äëÿ äðåéôîâîãî äâè-
æåíèÿ:

m
dv∂

dt
=

eB0

c
[v∂ , ez]− 3eM

cr4
0

y[v⊥, ez]−

− Gm⊕m

r2
0

ey +
2Gm⊕m

r3
0

eyy .

(20.4)

35)Ðåêîìåíäóåì âàì ñàìîñòîÿòåëüíî ïîëó÷èòü òàêóþ îöåíêó.
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Îòíîøåíèå ãðàâèòàöèîííîé ñèëû ê ïðèñóòñòâóþùèì â (20.4) âîç-
ìóùåíèÿì ìàãíèòíîé ñèëû ðàâíî (vI/v)2. Çíà÷èò, ãðàâèòàöèåé,
êàê ïðàâèëî, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è äëÿ äðåéôîâîãî äâèæåíèÿ, îä-
íàêî ïîêà îñòàâèì åå â íàøèõ ðàññóæäåíèÿõ. Ïðè ýòîì íóæíî
ïîíèìàòü, ÷òî ãðàâèòàöèîííûå ñëàãàåìûå â îòâåòå áóäóò èìåòü
ñìûñë ëèøü äëÿ î÷åíü ìåäëåííûõ ïðîòîíîâ ñî ñêîðîñòÿìè v ∼ vI .
Â ñëó÷àå æå v À vI îòáðîøåííûå íàìè êâàäðàòè÷íûå ñëàãàåìûå
ìàãíèòíîé ñèëû ïðåâîñõîäÿò ãðàâèòàöèîííûå, êîãäà

ρ

r0
>

(vI

v

)2
,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñêîðîñòÿì ïðîòîíîâ

v > (ωr0v
2
I )

1/3.

Â äàííîì ñêîðîñòíîì äèàïàçîíå îñíîâíûå ïîïðàâêè ê ïåðèîäó
äðåéôà áóäóò îáóñëîâëåíû ìàãíèòíûì ïîëåì, à íå ãðàâèòàöèåé.

Ðåøåíèå äëÿ ìîäóëÿ ñêîðîñòè äðåéôà v∂ , î÷åâèäíî, èñïûòû-
âàåò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω, òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
(20.4) ñîäåðæèò áûñòðîîñöèëëèðóþùèå ôóíêöèè x è y. Îäíàêî
íà âðåìåíàõ ïîðÿäêà ïåðèîäà äðåéôà T = 2π/Ω (Ω ¿ ω � óãëî-
âàÿ ñêîðîñòü äðåéôà) ïîäîáíîãî ðîäà êîëåáàíèÿ íåñóùåñòâåííû,
è íóæíî ðàáîòàòü ñî ñêîðîñòüþ, óñðåäíåííîé ïî ïåðèîäó áûñòðîãî
âðàùåíèÿ T⊥ = 2π/ω:

〈v∂(t)〉 =
1

T⊥

t+T⊥∫

t

v∂(τ)dτ .

Ïðåäñòàâëÿÿ ïðîèçâîäíóþ îò ñêîðîñòè äðåéôà â ôîðìå
dv∂

dt
= ex

dv∂

dt
− eyΩv∂ ,

ïðèìåíèì ê (20.4) îïåðàöèþ óñðåäíåíèÿ:

eymΩ〈v∂〉 = ey
eB0

c
〈v∂〉 − 3eM

cr4
0

ω
{
ey

〈
y2

〉− ex〈xy〉} +
Gm⊕m

r2
0

ey .
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Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî 〈dv∂/dt〉 = 0, 〈y〉 = 0. Óñðåäíåíèå áèëèíåéíûõ
ñëàãàåìûõ äàåò

〈
y2

〉
= ρ2/2 , 〈xy〉 = 0 .

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè äðåéôà ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

〈v∂〉(ω − Ω) =
3
2

ρ

r0
ω2ρ− Gm⊕

r2
0

,

êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê

〈v∂〉 =
ρ

r0
ωρ

[
3
2
−

(
vI

ωρ

)2
]

+
Ω
ω

ρ

r0
ωρ

[
3
2
−

(
vI

ωρ

)2
]

+

+ O

((
Ω
ω

)2
)

.

(20.5)

Çäåñü Ω = 〈v∂〉/r0. Êîíêðåòíûé âèä ðåøåíèÿ äëÿ 〈v∂〉 çàâèñèò
îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãðàâèòàöèåé è ìàãíèòíûì ïîëåì, õàðàê-
òåðèçóþùåãîñÿ ñëàãàåìûì (vI/ωρ)2. Â äàëüíåéøåì, îäíàêî, ìû
ïðåíåáðåæåì ãðàâèòàöèåé, ÷òî ìîæíî äåëàòü äëÿ áîëüøèíñòâà
ïðîòîíîâ ñîëíå÷íîãî âåòðà ñî ñêîðîñòÿìè ωρ ≈ v ∼ 102 − 103

êì/ñ. Ïðè ýòîì â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè èìååì

〈v∂〉 =
3
2

ρ

r0
ωρ ≈ 3

2
v2

ωr0
=

3cE

eM
r2
0 ,

ãäå E � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðîòîíà. Äðåéô ïîëîæèòåëüíî çà-
ðÿæåííûõ ÷àñòèö ïðîèñõîäèò ñ âîñòîêà íà çàïàä, î ÷åì ñâèäåòåëü-
ñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå 〈v∂〉. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü äðåéôà

Ω =
3
2

(
ρ

r0

)2

ω .

Âèäíî, ÷òî ñëàãàåìûå ñ Ω/ω â óðàâíåíèè (20.5) ïðîïîðöèîíàëü-
íû (ρ/r0)3, òî åñòü îíè çàìåòíî ìåíüøå îòáðîøåííûõ íàìè ðàíåå
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êâàäðàòè÷íûõ ïî ρ/r0 ÷ëåíîâ, ñâÿçàííûõ ñ ìàãíèòíûì ïîëåì. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ ïîïðàâêè ê ñêîðîñòè äðåéôà, òàêèì îáðàçîì, íóæíî
óäåðæèâàòü â èñõîäíîì óðàâíåíèè ÷ëåíû ïîðÿäêà (ρ/r0)2.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ÷èñëîâûå äàííûå. Ó ïîâåðõíîñòè Çåì-
ëè (â ïëîñêîñòè ýêâàòîðà) ëàðìîðîâà ÷àñòîòà ðàâíà ω⊕ = 3 · 103

1/ñ; ñëåäîâàòåëüíî, íà îðáèòå ðàäèóñîì r0

ω = ω⊕

(
R⊕
r0

)3

.

Äëÿ îòíîøåíèÿ ρ/r0, âõîäÿùåãî â ðåøåíèå, ïîëó÷àåì

ρ

r0
≈ v

ωr0
=

v

ω⊕R⊕

(
r0

R⊕

)2

.

Òèïè÷íîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ïðîòîíîâ ñîëíå÷íîãî âåòðà ñîñòàâ-
ëÿåò v = 4 · 102 êì/ñ. Åñëè r0 = 2R⊕, òî ρ/r0 ≈ 8.3 · 10−5. Çíà÷èò,
ïåðèîä äðåéôà ïðîòîíîâ â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè, îêàçàâøèõ-
ñÿ íà îðáèòå ñ óäâîåííûì ðàäèóñîì Çåìëè, ðàâåí 1.9 ·105 ñ (îêîëî
53 ÷àñîâ).
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