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Abstract This paper is a brief survey of recent results and some open problems related to linear groups
of �nite Morley rank, an area of research where Bruno Poizat's impact is very prominent. As a sign of
respect to his strongly expressed views that mathematics has to be done, written and published only in
the native tongue of the immediate author�the scribe, in e�ect�of the text, I insist on writing my paper
in Russian, even if the results presented belong to a small but multilingual community of researchers
of American, British, French, German, Kazakh, Russian, Turkish origin. To emphasise even further the
linguistic subtleties involved, I use British spelling in the English fragments of my text.

The English title of the paper: Linear Groups of Finite Morley Rank.
Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ êðàòêèì îáçîðîì íåäàâíèõ ðåçóëüòàòîâ è ðÿäà îòêðûòûõ ïðîáëåì,

ñâÿçàííûõ ñ ëèíåéíûìè ãðóïïàìè êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè � îáëàñòè èññëåäîâàíèé, ãäå Áðþíî
Ïóàçà îêàçàë îñîáåííî çàìåòíîå âëèÿíèå. Èç óâàæåíèÿ ê åãî òî÷êå çðåíèÿ � êîòîðóþ îí âûðàæàåò
âåñüìà êàòåãîðè÷íî � ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå ðàáîòû äîëæíû äåëàòüñÿ, ïèñàòüñÿ è ïóáëèêîâàòüñÿ
òîëüêî íà ðîäíîì ÿçûêå íåïîñðåäñòâåííîãî àâòîðà òåêñòà, ÿ íàñòàèâàþ íà òîì, ÷òîáû ýòà ñòàòüÿ
áûëà íà ðóññêîì ÿçûêå � äàæå åñëè ïðåäñòàâëåííûå â íåé ðåçóëüòàòû ïðèíàäëåæàò íåáîëüøîìó,
íî ðàçíîÿçûêîìó ñîîáùåñòâó èññëåäîâàòåëåé àìåðèêàíñêîãî, áðèòàíñêîãî, êàçàõñêîãî, íåìåöêîãî,
ðóññêîãî, òóðåöêîãî, ôðàíöóçñêîãî ïðîèçõîæäåíèÿ. ×òîáû åùå ñèëüíåå ïîä÷åðíóòü âîçíèêàþùèå
ëèíãâèñòè÷åñêèå òîíêîñòè, ÿ èñïîëüçóþ áðèòàíñêóþ îðôîãðàôèþ â àíãëèéñêèõ ôðàãìåíòàõ ìîåãî
òåêñòà.

Çàãîëîâîê ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå: Linear Groups of Finite Morley Rank.

Keywords: ãðóïïà, ïðîñòàÿ ãðóïïà, ëèíåéíàÿ ãðóïïà, ðàíã Ìîðëè; group, simple group, linear
group, Morley rank
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1. Ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ ëèíåéíûõ ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè

Åñòåñòâåííîé îòïðàâíîé òî÷êîé ìîåãî îáçîðà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Áðþíî
Ïóàçà, îñíîâàííàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, íà ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòàõ Ôðàíêà
Âàãíåðà î ïîëÿõ êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè. (Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü
íàéäåíû â [16].)

Òåîðåìà 1.1 (Ïóàçà [25]). Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè p > 0, è G < GL(V ) �
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áåñêîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà òaêàÿ, ÷òî ñòðóêòóðà (GL(V ), G) èìååò êîíå÷íûé ðàíã
Ìîðëè. Òîãäà G � ïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä K.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìû, êàê îíî áûëî äàíî Ïóàçà,
îïèðàëîñü, â êîíå÷íîì èòîãå, íà êëàññèôèêàöèþ ïðîñòûõ êîíå÷íûõ ãðóïï [5, 21].
Ýòî ñëó÷èëîñü ïîòîìó, ÷òî Ïóàçà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ôðàíêà Âàãíåðà î ïîëÿõ
êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè [27], ñâåë äîêàçàòåëüñòâî ê ñëó÷àþ, êîãäà ïîëå K ëîêàëüíî
êîíå÷íî, ïîñëå ÷åãî óòâåðæäåíèå îá àëãåáðàè÷íîñòè ãðóïïû G ìãíîâåííî ñëåäîâàëî
èç òåîðåìû Ñàéìîíà Òîìàñà î ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ãðóïïàõ êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè
[26] èëè èç áëèçêîãî ïî äóõó ðåçóëüòàòó Âèññàðèîíà Áåëÿåâà î ïðîñòûõ ëîêàëüíî
êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ ãðóïïàõ [8, 9]. Òåîðåìû Áåëÿåâà è Òîìàñà, â ñâîþ î÷åðåäü,
îïèðàëèñü íà êëàññèôèêàöèþ ïðîñòûõ êîíå÷íûõ ãðóïï.

Ïåðâîå íàáëþäåíèå, êîòîðîå ÿ õîòåë áû ñäåëàòü â äàííîé ñòàòüå, êàñàåòñÿ íîâîãî
ñòàòóñà Òåîðåìû 1.1: îíà áîëüøå íå çàâèñèò îò êëàññèôèêàöèè ïðîñòûõ êîíå÷íûõ
ãðóïï. Äåéñòâèòåëüíî, êëàññèôèêàöèÿ ïðîñòûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ãðóïï íàä
ïîëÿìè íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà áåç ïðèìåíåíèÿ êëàññè-
ôèêàöèè ïðîñòûõ êîíå÷íûõ ãðóïï [11,12]; ñì. òàêæå áîëåå ýëåãàíòíîå äîêàçàòåëü-
ñòâî ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè êîíå÷íîñòè ðàíãà Ìîðëè [13]. ×òî æå êàñàåòñÿ
ëîêàëüíî êîíå÷íûõ ïîëåé ÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè, òî â ýòîì ñëó÷àå êëàññèôèêàöèÿ
ëèíåéíûõ ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè âûòåêàåò èç íåäàâíåãî êëàññèôèêàöèîííîãî
ðåçóëüòàòà:
Òåîðåìà 1.2 (Àëòèíåë, Áîðîâèê è ×åðëèí [1]). Åñëè ïðîñòàÿ ãðóïïà G êîíå÷íîãî
ðàíãà Ìîðëè ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó ïåðèîäà 2, òî G ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïîé íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðè-
ñòèêè 2.

Çàìåòèì, äàëåå, ÷òî òåîðåìà Ïóàçà ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíà íà ñëó÷àé
ïðîèçâîëüíûõ ñâÿçíûõ ëèíåéíûõ ãðóïï.
Òåîðåìà 1.3 (Åðóëàí Ìóñòàôèí [24]). Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè p > 0, è G <

GL(V ) � áåñêîíå÷íàÿ ãðóïïà òaêàÿ, ÷òî ñòðóêòóðà (GL(V ), G) èìååò êîíå÷íûé ðàíã
Ìîðëè. Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ãðóïïà G ñâÿçíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĝ çàìûêàíèå ãðóïïû G â òîïîëîãèè Çàðèñcêîãî, à ÷åðåç Û �
óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë ãðóïïû Ĝ. Äàëåå, ïîëîæèì U = Û ∩G. Òîãäà

• U ÿâëÿåòñÿ óíèïîòåíòíûì ðàäèêàëîì ãðóïïû G, òî åñòü ìíîæåñòâîì
óíèïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ ðàçðåøèìîãî ðàäèêàëà ãðóïïû G.

• Åñëè ìû îáîçíà÷èì ãîìîìîðôíûå îáðàçû ïîäãðóïï èç G â Ḡ = G/U ïðè
ïîìîùè ñèìâîëà ,̄ òî ãðóïïà Ḡ ðàçëàãàåòñÿ â öåíòðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå

Ḡ = L1 ∗ · · · ∗ Lm ∗ F ◦(Ḡ)

îïðåäåëèìûõ ïîäãðóïï L1, . . . , Lm, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëèìî èçîìîðôíà
êâàçèïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïå íàä K, è äåëèìîé àáåëåâîé ãðóïïû
F ◦(Ḡ), ñîñòîÿùåé èç ïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ.
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Îäèí èç äåëèêàòíûõ ìîìåíòîâ òåîðåìû Ìóñòàôèíà � ýòî òî, ÷òî â íåé âîçíèêàåò
êîíôèãóðàöèÿ, îïèñûâàåìàÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Àëòèíåëà è ×åðëèíà î
öåíòðàëüíûõ ðàñøèðåíèÿõ ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï â êàòåãîðèè ãðóïï êîíå÷-
íîãî ðàíãà Ìîðëè. Ïîñêîëüêó ýòà òåîðåìà ìîæåò è ñàìà ïî ñåáå òðàêòîâàòüñÿ êàê
ðåçóëüòàò î ëèíåéíîñòè îïðåäåëåííîãî êëàññà ãðóïï, òî áóäåò ïîëåçíî ïðèâåñòè åå
ôîðìóëèðîâêó öåëèêîì.
Òåîðåìà 1.4 (Àëòèíåë è ×åðëèí [2]). Ïóñòü G � ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G � êâàçèïðîñòà, òî åñòü G ñîâïàäàåò ñî ñâîèì êîììóòàíòîì,
[G,G] = G, è èìååò ïðîñòîé ôàêòîð G/Z(G) ïî öåíòðó.
Åñëè ìû äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî G/Z(G) � ïðîñòàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ

ãðóïïà íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì K, òî è ñàìà ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ àëãåá-
ðàè÷åñêîé ãðóïïîé íàä K. Â ÷àñòíîñòè, åå öåíòð Z(G) êîíå÷åí.
Ïåðåõîäÿ ê ëèíåéíûì ãðóïïàì õàðàêòåðèñòèêè 0, ìû ñíîâà äîëæíû îòìåòèòü

ðåçóëüòàò Áðþíî Ïóàçà.
Òåîðåìà 1.5 (Ïóàçà [25]). Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè 0, è G < GL(V ) � áåñêîíå÷íàÿ
ïðîñòàÿ ãðóïïà òaêàÿ, ÷òî ñòðóêòóðà (GL(V ), G) èìååò êîíå÷íûé ðàíã Ìîðëè. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî G íå çàìêíóòà â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî. Òîãäà âñå ýëåìåíòû â G �
ïîëóïðîñòûå.
Ïîñêîëüêó â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû âñå ýëåìåíòû â G ïîëóïðîñòû, òî

áîðåëåâñêèå ïîäãðóïïû â G, òî åñòü ìàêñèìàëüíûå ñâÿçíûå ðàçðåøèìûå ïîäãðóïïû,
ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè è êàæäàÿ èç íèõ � ïåðåñå÷åíèå G è íåêîòîðîãî òîðà (äèàãî-
íàëèçèðóåìîé ïîäãðóïïû) èç GL(V ). Áîëåå òîãî, èçÿùíàÿ ëåììà, ïðèíàäëåæàùàÿ
Ìóñòàôèíó [24], ïîêàçûâàåò â ýòîì ñëó÷àå, ÷òî áîðåëåâñêèå ïîäãðóïïû â G

ñîïðÿæåíû.
Ñàìûé ïîñëåäíèé è íåäàâíèé ðåçóëüòàò â ýòîì ðÿäó ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîñòûå

è íå àëãåáðàè÷åñêèå ëèíåéíûå ãðóïïû êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè èìåþò ñâîéñòâà,
äåëàþùèìè èõ î÷åíü ïîõîæèìè íà ïëîõèå ãðóïïû, ââåäåííûå êîãäà-òî Áðþíî Ïóàçà
êàê ãèïîòåòè÷åñêèå ïðåïÿòñòâèÿ ê ñîñòîÿòåëüíîñòè ãèïîòåçû Çèëüáåðà-×åðëèíà îá
àëãåáðàè÷íîñòè ïðîñòûõ ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè. ß ïðèâîæó ýòîò ðåçóëüòàò
â ñóììàðíîé ôîðìóëèðîâêå, äåëàþùåé áîëåå âûïóêëîé àíàëîãèþ ñ ïëîõèìè ãðóï-
ïàìè.
Òåîðåìà 1.6 (Á�åðäæåñ è Áîðîâèê [14]). Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè 0, è G < GL(V )
� áåñêîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà òaêàÿ, ÷òî ñòðóêòóðà (GL(V ), G) èìååò êîíå÷íûé
ðàíã Ìîðëè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G íå çàìêíóòà â òîïîëîãèè Çàðèñêîãî. Òîãäà
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

• Âñå ýëåìåíòû â G � ïîëóïðîñòûå.

• Áîðåëåâñêèå ïîäãðóïïû â G àáåëåâû è ñîïðÿæåíû.

• Åñëè B � áîðåëeâñêàÿ ïîäãðóïïà â G, òî NG(B) = B.
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• G íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2.

• Âñå êîíå÷íûå ïîäãðóïïû â G àáåëåâû.

Èíòåðåñíàÿ ÷åðòà äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî èíâîëþöèè
� ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2 � óáèâàþòñÿ ïðè ïîìîùè òåîðèè Áàõìàíà î �ïîñòðîåíèè
ãåîìåòðèè íà îñíîâå ïîíÿòèÿ ñèììåòðèè� [6], òî÷íî òàê æå, êàê èíâîëþöèè
óáèâàëèñü â ïëîõèõ ãðóïïàõ ( [16], Ãëàâà 8). Èìåííî, â íàøåì äîêàçàòåëüñòâå
âîçíèêàåò èçÿùíàÿ è íåîæèäàííàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíôèãóðàöèÿ, ïðîàíàëèçèðî-
âàííàÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.
Òåîðåìà 1.7 (Áàõìàí [6]; [16], Òåîðåìû 8.15 è 8.18). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî
I èíâîëþöèé â ãðóïïå G äîïóñêàåò ñòðóêòóðó ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, ïðè÷åì òðè
èíâîëþöèè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå
ñíîâà ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé.

Òîãäà 〈I〉 ' SO3(k, f) äëÿ íåêîòîðîãî ïîëÿ k, èíòåðïðåòèðóåìîãî â G, è íåêîòîðîé
íåèçîòðîïíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû f . Â ÷àñòíîñòè, G íå ìîæåò èìåòü êîíå÷íûé
ðàíã Ìîðëè.

2. À êàêèå ãðóïïû ëèíåéíû?

Ñòîèò âñïîìíèòü, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ãèïîòåçà Çèëüáåðà è ×åðëèíà

áåñêîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè èçîìîðôíà ïðîñòîé
àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì

âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðåäñêàçàíèå, ÷òî ïðîñòûå ãðóïïû êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òîëüêî ÷òî îáñóæäåííûå ðåçóëüòàòû î
ëèíåéíûõ ãðóïïàõ ïîêàçûâàþò, ÷òî â ýòîì êëàññå ãèïîòåçà Çèëüáåðà è ×åðëèíà
î÷åíü áëèçêà ê ïîäòâåðæäåíèþ. Äàæå åñëè ìîé ÷èòàòåëü âîñïðèíèìàåò ãèïîòåçó
Çèëüáåðà è ×åðëèíà ñ îñíîâàòåëüíîé äîçîé ñêåïòèöèçìà, îí ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå
áëàãîñêëîííûì ê òàêîé åå ìîäèôèêàöèè:
Ãèïîòåçà 1. Áåñêîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè ëèáî

• èçîìîðôíà ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì
ïîëåì, ëèáî

• ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ãðóïïîé, îïèñûâàåìîé Òåîðåìîé 1.6.

Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ çàêëþ÷èòü ìîé êðàòêèé îáçîð ïåðå÷èñëåíèåì
íåñêîëüêèõ îòêðûòûõ ïðîáëåì î ëèíåéíîñòè ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè.

×òîáû îáîáùèòü ãèïîòåçó Çèëüáåðà�×åðëèíà è ïðåâðàòèòü åå â ãèïîòåçó
î ëèíåéíîñòè äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññ ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè, íàì
ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå óòî÷íÿþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Íàçîâåì ñâÿçíóþ ãðóïïó G êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè óíèïîòåíòíî ðåäóöèðîâàííîé,
åñëè âûïîëåíû äâà ñëåäóþùèõ óñëîâèÿ:
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• F (G) 6 [G,G], ãäå F (G), êàê îáû÷íî, � ïîäãðóïïà Ôèòòèíãà ãðóïïû G (òî åñòü
ìàêñèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ îïðåäåëèìàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G),
è

• G íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ îïðåäåëèìûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï H, òàêèõ, ÷òî
ôàêòîðãðóïïà G/H � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà îãðàíè÷åííîãî ïåðèîäà.

Ãèïîòåçà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G � ñâÿçíàÿ è óíèïîòåíòíî ðåäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà
êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè. Òîãäà G äîïóñêàåò òî÷íîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå

G → GLn(R)

íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì R êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè. Áîëåå òîãî, åñòü íàäåæäà,
÷òî êîëüöî R ìîæåò áûòü ñäåëàíî ïðÿìîé ñóììîé

R = K1 ⊕ · · · ⊕Kr

àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ ïîëåé.
Ïîæàëóé, íàñòóïàåò ïîðà ïðîâåñòè áîëåå òîíêîå ðàçëè÷èå ìåæäó íåñêîëüêèìè

âàðèàíòàìè îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, êàê îíè åñòåñòâåííî âîçíèêàþò
â êîíòåêñòå ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè. Â Ãèïîòåçå 2 ïðîùå âñåãî æåëàòü
ñóùåñòâîâàíèÿ àáñòðàêòíîãî ãîìîìîðôèçìà φ : G → GLn(R). Ñëåäóþùàÿ ñòåïåíü
ñìåëîñòè æåëàíèé � ýòî îæèäàòü, ÷òî G, R è φ îïðåäåëèìû â íåêîòîðîé îáúåìëþùåé
ñòðóêòóðå êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè; â òàêîì ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðåäñòàâ-
ëåíèå φ îïðåäåëèìî.
Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, ñëåäóþùåå óñèëåíèå Ãèïîòåçû 2

ïðåäñòàâëÿåòñÿ îñîáåííî çàìàí÷èâûì.
Âîïðîñ 3. Ìîæíî ëè óñèëèòü Ãèïîòåçó 2, ïîòðåáîâàâ â ïðèäà÷ó, ÷òîáû
ãîìîìîðôèçì φ : G → GLn(R) ìîã áûòü âûáðàí îïðåäåëèìûì?
Âîïðîñ 4. Ìîæíî ëè óñèëèòü Ãèïîòåçó 2, ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû êîëüöî R (à ðàâíî è
ïîëÿ K1, . . . , Kr) áûëè èíòåðïðåòèðóåìû â G � òàê æå êàê è ãîìîìîðôèçì

G → GLn(R)?

3. Îòêóäà áåðóòñÿ ïîëÿ?

Êîíå÷íî, êîãäà ìû õîòèì äîáèòüñÿ ëèíåéíîñòè ðàçðåøèìûõ ãðóïï êîíå÷íîãî
ðàíãà Ìîðëè, òî ìû ðàññ÷èòûâàåì, ÷òî ïîëå ïîÿâèòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ
ïðîñëàâëåííîé òåîðåìû Çèëüáåðà îá èíòåðïðåòèðóåìîñòè àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî-
ãî ïîëÿ â ñâÿçíîé ðàçðåøèìîé íåíèëüïîòåíòîé ãðóïïå êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè. Íî
è â ñëó÷àå íèëüïîòåíòûõ ãðóïï ïîëå ÷àñòî âîçíèêàåò ñàìûì åñòåñòâåííûì îáðàçîì.
Òåîðåìà 3.1 (Çèëüáåð [28]). Åñëè íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà G êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè
è áåç êðó÷åíèÿ íå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå G = AB ïîýëåìåíòíî
êîììóòèðóþùèõ, [A, B] = 1, ñîáñòâåííûõ îïðåäåëèìûõ ïîäãðóïï A è B, òî ãðóïïà G

îïðåäåëèìî èçîìîðôíà àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì
K, èíòåðïðåòèðóåìûì â G.
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Ïðîöåññ ïîÿâëåíèÿ ïîëÿ â íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå áåç êðó÷åíèÿ õîðîøî ñõâà÷åí
ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì Äæåôôà Á�åðäæåñà [17] è Îëèâüå Ôðåêîíà [20], êîòîðûé ÿ
ïðèâîæó â ôîðìóëèðîâêå Á�åðäæåñà [17].
Òåîðåìà 3.2 (Á�åðäæåñ [17], Òåîðåìà 2.5 è Ôðåêîí [20], Ïðåäëîæåíèå 5.7). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî G � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè è áåç êðó÷åíèÿ,
êîòîðàÿ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ðàâíîìåðíî îïðåäåëèìîå ñåìåéñòâî F ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûõ îïðåäåëèìûõ ïîäãðóïï. Òîãäà â G ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü àëãåáðàè-
÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå K. Áîëåå òîãî, â G åñòü îïðåäåëèìàÿ ñåêöèÿ H/N , îïðåäåëèìî
èçîìîðôíàÿ âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó íàä K, ïðè÷åì ñåìåéñòâî

{(H ∩ F )N/N | F ∈ F}

ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ðàâíîìåðíî îïðåäåëèìîå ïîäñåìåéñòâî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Òåìà ðàâíîìåðíî îïðåäåëèìûõ ñåìåéñòâ ïîäãðóïï è èõ âëèÿíèÿ íà ñòðîåíèå
ãðóïïû äåòàëüíî ðàçâèòà Îëèâüå Ôðåêîíîì â åãî ñòàòüå [20] â ýòîì æå òîìå, êóäà
ÿ è îòñûëàþ ÷èòàòåëÿ.

Â ñëó÷àå íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï ñ êðó÷åíèåì ïîëå, ê ñîæàëåíèþ, íå âñåãäà
îïðåäåëèìî. Êîíòðïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ ïîñòðîåííûå Àíäðåàñîì Áàóäèøoì íåñ÷åòíî
êàòåãîðè÷íûå p-ãðóïïû B ïðîñòîãî ïåðèîäà p > 2, ðàíãà Ìîðëè 2 è ñòóïåíè
íèëüïîòåíòíîñòè 2 [7]. Èç íèõ æå ëåãêî ñòðîèòñÿ êîíòðïðèìåð ê âåðñèè Òåîðå-
ìû 3.2 äëÿ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï ñ êðó÷åíèåì. Ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîëåçíà
òåì, ÷òî îáúÿñíÿåò, êàê ðàâíîìåðíî îïðåäåëèìûå ñåìåéñòâà ïîäãðóïï âîçíèêàþò â
íèëüïîòåíòíûõ ãðóïïàõ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü B � ãðóïïà Áàóäèøà ïåðèîäà p. Ðàññìîòðèì àáåëåâó ãðóïïó

A = (B/Z(B))× Z(B).

Íàïîìíèì, ÷òî B èìååò êëàññ íèëüïîòåíòîñòè 2, ïîýòîìó êîììóòèðîâàíèå

x 7→ [x, b]

ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x ∈ B ñ ôèêñèðîâàííûì ýëåìåíòîì b ∈ B îïðåäåëÿåò
îòîáðàæåíèå γb : B → Z(B), êîòîðîå ôèëüòðóåòñÿ ÷åðåç ôàêòîð B/Z(B), ñòàíîâÿñü
ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì

γ̄b : B/Z(B) → Z(B).

Åñëè òåïåðü Γb ⊂ (B/Z(B))× Z(B) � ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ γ̄b, òî â ñåìåéñòâå îïðå-
äåëèìûõ ïîäãðóïï

G = {Γb | b ∈ B}
èç ãðóïïû A ìîæíî íàéòè áåñêîíå÷íîãî ìíîãî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïîäãðóïï.

Ïîñêîëüêó ãðóïïà Áàóäèøà íå èíòåðïðåòèðóåò áåñêîíå÷íîãî ïîëÿ, òî ñòðóêòóðà,
ñîñòîÿùàÿ èç àáåëåâîé ãðóïïû A è ðàâíîìåðíî îïðåäåëèìîãî ñåìåéñòâà G, òàê æå
íå ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòü íèêàêîãî áåñêîíå÷íîãî ïîëÿ.
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Âîïðîñ 5. Ïðîâåðèòü, ÷òî ãðóïïû Áàóäèøà íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè.

Âîçâðàùàÿñü ê òåîðåìå Çèëüáåðà (Òåîðåìà 3.1) îá èíòåðïðåòèðóåìîñòè ïîëÿ â
ðàçðåøèìîé, íî íåíèëüïîòåíòíîé ñâÿçíîé ãðóïïå, åñòåñòâåííî çàäàòüñÿ âîïðîñîì î
ëèíåéíîñòè ðàçðåøèìûõ ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè.

Âîïðîñ 6. Âåðíî ëè, ÷òî ñâÿçíàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà G ñ òðèâèàëüíûì öåíòðîì,
Z(G) = 1, èìååò îïðåäåëèìîå òî÷íîå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

G → GL(n,R)

íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì R êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè?

Êîíå÷íî, îãðàíè÷åíèå Z(G) = 1 âêëþ÷åíî â ýòîò âîïðîñ â íàäåæäå, ÷òî îíî
óñòðàíèò âñå îñëîæíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ãðóïïàìè Áàóäèøà. Òåì íå ìåíåå, îíî
íå äîáàâëÿåò ñëèøêîì ìíîãî ïîâîäîâ äëÿ îïòèìèçìà, ïîñêîëüêó Îëèâüå Ôðåêîí
çàìåòèë, ÷òî Âîïðîñ 6 îñòàåòñÿ îòêðûòûì äàæå â ñëó÷àå î÷åíü ìàëåíüêèõ ãðóïï
ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîãî ñòðîåíèÿ.

Âîïðîñ 7 (Îëèâüå Ôðåêîí). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G � ñâÿçíàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà
ðàíãà Ìîðëè 3 è ñ òðèâèàëüíûì öåíòðîì. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî G ñîäåð-
æèò îïðåäåëèìóþ àáåëåâó íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó A ðàíãà Ìîðëè 2 è áåç êðó÷åíèÿ.
Âåðíî ëè, ÷òî G � ëèíåéíàÿ ãðóïïà?

Ïîýòîìó ñëåäóþùèé âîïðîñ çàäàí ñ íåñêîëüêî áîëåå ïåññèìèñòè÷åñêèõ ïîçèöèé.

Âîïðîñ 8 (Äæåôô Á�åðäæåñ). Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî
ðàíãà Ìîðëè áåç óíèïîòåíòíîãî êðó÷åíèÿ, òî åñòü áåç áåñêîíå÷íûõ àáåëåâûõ ïîä-
ãðóïï îãðàíè÷åííîãî ïåðèîäà.
Âåðíî ëè, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå G ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ îïðåäåëèìûõ ïîä-

ãðóïï G1, . . . , Gn, ÷òî êàæäàÿ ïîäãðóïïà Gi îïðåäåëèìî ëèíåéíà íàä àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòûì ïîëåì ki, îïðåäåëèìûì â Gi, i = 1, . . . , n, è G = G1 · · ·Gn?

4. Ãåíåðè÷åñêè n-òðàíçèòèâíûå ãðóïïû

Ñëåäóþùàÿ ãðóïïà âîïðîñîâ ñâÿçàíà ñî ñòàòüåé Áîðîâèêà è ×åðëèíà [15] î ãðóïïàõ
ïîäñòàíîâîê. Íàïîìíèì, ÷òî îïðåäåëèìîå äåéñòâèå ãðóïïû G êîíå÷íîãî ðàíãà
Ìîðëè íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ãåíåðè÷åñêè n-òðàíçèòèâíûì, n = 1, 2, . . . ,
åñëè G èìååò íà Xn ãåíåðè÷åñêóþ îðáèòó (èëè îðáèòó îáùåãî ïîëîæåíèÿ), òî åñòü
îðáèòó x̄G, x̄ ∈ Xn, òàêóþ, ÷òî rk x̄G = rk Xn.

Âîïðîñ 9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâÿçíàÿ ãðóïïà G êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè äåéñòâóåò
òî÷íî, îïðåäåëèìî è ãåíåðè÷åñêè t-òðàíçèòèâíî íà àáåëåâîé ãðóïïå A ðàíãà Ìîðëè
n. Âåðíî ëè, ÷òî t 6 n?

Ýòîò âîïðîñ îñîáåííî èíòåðåñåí â ñâîåì ïðåäïîëîæèòåëüíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå
t = n. Äåéñòâèòåëüíî, åñòü íàäåæäà, ÷òî îí âåäåò ê ñëåäóþùåé õàðàêòåðèçàöèè
ïîëíûõ ëèíåéíûõ ãðóïï.
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Ãèïîòåçà 10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâÿçíàÿ ãðóïïà G êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè
äåéñòâóåò òî÷íî, îïðåäåëèìî è ãåíåðè÷åñêè n-òðàíçèòèâíî íà ñâÿçíîé àáåëåâîé
ãðóïïå V ðàíãà Ìîðëè n.

Òîãäà V èìååò ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n íàä íåêîòîðûì
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F ðàíãà Ìîðëè 1 è G ñîâïàäàåò ñ GLn(F ) â åå
åñòåñòâåííîì äåéñòâèè íà V = Fn.

Îñíîâàíèå èíäóêöèè â âîçìîæíîì èíäóêòèâíîì (ïî n) äîêàçàòåëüñòâå Ãèïîòå-
çû 10 ñàìî ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé:

Ãèïîòåçà 11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâÿçíàÿ ãðóïïà G êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè
äåéñòâóåò òî÷íî, îïðåäåëèìî è íåïðèâîäèìî íà àáåëåâîé ãðóïïå V ðàíãà Ìîðëè
2 èëè 3. Â òàêîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.

• rk(V ) = 2, è G ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ãðóïï SL2(F ) èëè GL2(F ) â åå åñòåñòâåííîì
äåéñòâèè íà V = F 2, èëè

• rk(V ) = 3, V èìååò êîíå÷íóþ ýêñïîíåíòó pn äëÿ p > 2, è G � ïðîñòàÿ p-ãðóïïà
(è òåì ñàìûì ÿâëÿåòñÿ �ïëîõîé� ãðóïïîé â òåðìèíîëîãèè Ïóàçà), èëè

• rk(V ) = 3, G = Z(G) ∗ L, ãäå ∗ îáîçíà÷àåò öåíòðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï, è
L ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ãðóïï PSL2(F ) èëè SL3(F ).

Ïîìèìî ñâîåé ðîëè êàê îñíîâàíèÿ èíäóêöèè, Ãèïîòåçà 11 ïîëåçíà êàê ñâîåãî
ðîäà èñïûòàòåëüíûé ïîëèãîí äëÿ ìåòîäîâ, ðàçðàáàòûâàåìûõ ìîèìè êîëëåãàìè
Àëòèíåëîì, Á�åðäæåñîì, Äåëîðî, Æàëèãî äëÿ êëàññèôèêàöèè �ìàëåíüêèõ� ïðîñòûõ
ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè è íå÷åòíîãî òèïà. �Íå÷åòíûé� òèï ïîíèìàåòñÿ çäåñü
êàê ïàðàëëåëü �÷åòíîãî�; ïðîñòàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè èìååò íå÷åòíûé
òèï, åñëè îíà ñîäåðæèò èíâîëþöèþ, íî íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ÷åòíîãî òèïà. Åñòü åùå
è ãèïîòåòè÷åñêèé êëàññ ïðîñòûõ ãðóïï �âûðîæäåííîãî òèïà�, âîâñå íå ñîäåðæàùèõ
èíâîëþöèé; ïðî ýòîò êëàññ òàê è íåèçâåñòíî, ïóñò îí èëè íåò. Â òî æå âðåìÿ ïðîñòûå
àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûìè ïîëÿìè íå÷åòíîé õàðàê-
òåðèñòèêè èëè õàðàêòåðèñòèêè íîëü ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè íå÷åòíîãî òèïà. Íåñìîòðÿ
íà ñóùåñòâåííûé ïðîãðåññ, äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Çèëüáåðà-×åðëèíà äëÿ ãðóïï
íå÷åòíîãî òèïà äàëåêî îò çàâåðøåíèÿ, è ãëàâíûì êàìíåì ïðåòêíîâåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
êàê ðàç �ìàëåíüêèå� ãðóïïû.

Î÷åíü âåðîÿòíî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî Ãèïîòåçû 11 ïîòðåáóåò ñèñòåìàòèçàöèè
âñåõ èìåþùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ î �ìàëåíüêèõ� ãðóïïàõ íå÷åòíîãî òèïà, íà÷èíàÿ ñ
ðàáîòû Êðèñòèíû Àëüòöàéìåð î õàðàêòåðèçàöèè ãðóïï PSL3 öåíòðàëèçàòîðàìè
èíâîëþöèé [3]. ×òî êàñàåòñÿ ãðóïïû PSL2(F ), òî îíà, ñêîðåå âñåãî, áóäåò âîçíèêàòü
â Ãèïîòåçå 11 èç êîíôèãóðàöèè, ïîêðûòîé íåäàâíåé òåîðåìîé Àäðèåíà Äåëîðî [18].
Òåîðåìà 4.1 (Äåëîðî [18]). Ïóñòü G � ìèíèìàëüíàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà (÷òî îçíà÷àåò,
÷òî âñå ñîáñòâåííûå îïðåäåëèìûå ñâÿçíûå ïîäãðóïïû ðàçðåøèìû) êîíå÷íîãî ðàíãà
Ìîðëè è íå÷åòíîãî òèïà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàêñèìàëüíûå äåëèìûå 2-ïîäãðóïïû
(2-òîðû, â òåðìèíîëîãèè Ïóàçà) èç G èçîìîðôíû êâàçèöèêëè÷åñêîé 2-ãðóïïå Z2∞ .
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Ïóñòü t � èíâîëþöèÿ, ñîäåðæàùàÿñÿ â 2-òîðå èç G. Ïðåäïîëîæèì, äàëåå, ÷òî ñâÿçíàÿ
êîìïîíåíòà C◦G(t) öåíòðàëèçàòîðà CG(t) èíâîëþöèè t íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé
ñâÿçíîé ðàçðåøèìîé ïîäãðóïïîé â G.
Òîãäà G ' PSL2(F ) äëÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ F .

Åùå áîëåå ïîëåçíîé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Ãèïîòåçû 11 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðå-
ìà Àäðèåíà Äåëîðî è Ýðèêà Æàëèãî [19], óñèëèâàþùàÿ ïðåäûäóùèé ðåçóëüòàò
Äåëîðî. Íàì ïîòðåáóåòñÿ îäíî îïðåäåëåíèå èç [19]: ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðóïïà
G êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ðàçðåøèìîé◦, åñëè íîðìàëèçàòîð
NG(A) ëþáîé íåòðèâèàëüíîé îïðåäåëèìîé ïîäãðóïïû A èç G ïî÷òè ðàçðåøèì, ò.å.
èìååò ðàçðåøèìóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó N◦

G(A). Â óñëîâèÿõ Ãèïîòåçû 11 ãðóïïà G

äîâîëüíî ÷àñòî áóäåò îêàçûâàòüñÿ ëîêàëüíî ðàçðåøèìîé◦.

Òåîðåìà 4.2 (Äåëîðî è Æàëèãî [19]). Ïóñòü G � ïðîñòàÿ ëîêàëüíî ðàçðåøèìàÿ◦
ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè è íå÷åòíîãî òèïà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2-òîðû èç
G èçîìîðôíû êâàçèöèêëè÷åñêîé 2-ãðóïïå Z2∞ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t � èíâîëþ-
öèÿ, ñîäåðæàùàÿñÿ â 2-òîðå èç G. Ïðåäïîëîæèì, äàëåå, ÷òî C◦G(t) íå ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíîé ñâÿçíîé ðàçðåøèìîé ïîäãðóïïîé â G. Òîãäà G ' PSL2(F ) äëÿ àëãåá-
ðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ F .

Çàìûñëîâàòûå ôîðìóëèðîâêè äâóõ òðóäíûõ òåîðåì ïðèâîäÿòñÿ çäåñü òîëüêî äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü ÷èòàòåëþ, íàñêîëüêî áûñòðî íàøà òåîðèÿ ñòàíîâèòñÿ êðàéíå
òåõíè÷åñêîé è ïåðåñòàåò âìåùàòüñÿ â ðàìêè ýëåìåíòàðíîãî îáçîðà. Ìíå îñòàåòñÿ
òîëüêî çàâåðèòü ÷èòàòåëÿ, ÷òî òåõíèêà ó íàñ åñòü.

5. Ãðóïïû ïñåâäîîòðàæåíèé

Ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà, õîòÿ è âûãëÿäèò î÷åíü òåõíè÷åñêîé, ìîæåò îêàçàòüñÿ
ðåøàþùèì çâåíîì äîêàçàòåëüñòâà Ãèïîòåçû 10. Îíà îïèñûâàåò êîíôèãóðàöèþ,
êîòîðàÿ èãðàåò âàæíóþ ðîëü â êëàññèôèêàöèè ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè è
÷åòíîãî òèïà. Åå ïîäòâåðæäåíèå â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò ñòàòü îäíèì èç êëþ÷åâûõ
ñòðóêòóðíûõ ðåçóëüòàòîâ î ãðóïïàõ êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè â öåëîì.

Ãèïîòåçà 12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâÿçíàÿ ãðóïïà G êîíå÷íîãî ðàíãà Ìîðëè
äåéñòâóåò òî÷íî, îïðåäåëèìî è íåïðèâîäèìî íà ñâÿçíîé àáåëåâîé ãðóïïå V êîíå÷-
íîãî ðàíãà Ìîðëè. Äëÿ óäîáñòâà, áóäåì èñïîëüçîâàòü àääèòèâíûå îáåçíà÷åíèÿ äëÿ
îïåðàöèé â V . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó ïñåâäîîòðàæåíèé, òî åñòü
àáåëåâó ïîäãðóïïó R òàêóþ, ÷òî V = [V, R]⊕ CV (R) è R äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà
ìíîæåñòâå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ èç [V, R].
Â òàêîì ñëó÷àå V äîïóñêàåò ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä àëãåáðàè÷åñ-

êè çàìêíóòûì ïîëåì F , ïðè÷åì [V, R] îêàçûâàåòñÿ îäíîìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
è R äåéñòâóåò íà [V, R] êàê ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ F . Â äîâåðøåíèå âñåãî,
G = GL(V ).

Â ñëó÷àå, êîãäà V � àáåëåâà 2-ãðóïïà, Ãèïîòåçà 12 äîêàçàíà êàê Òåîðåìà IV.5.3
èç [1].
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Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà rk ([V, R]) = 1 (à ýòî åäèíñòâåííûé ñëó÷àé,
íóæíûé äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ Ãèïîòåçû 10), Ãèïîòåçà 12 ñêîðåå âñåãî ÿâëÿåòñÿ
îòíîñèòåëüíî ïðîñòûì ñëåäñòâèåì Ãèïîòåçû 11 è ìîæåò áûòü äîêàçàíà ïðè ïîìîùè
òåõíèêè, ðàçâèòîé Àéøå Áåðêìàí [10]. Íî ïðè ýòîì ìû îêàçûâàåìñÿ íà ðàçâèëêå,
ãäå â íàø ñöåíàðèé âëèâàåòñÿ òåìà êëàññè÷åñêèõ èíâîëþöèé.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé ñîïðÿæåííîé ãðóïïû Rg ãðóïïû R, ãðóïïà L = 〈R, Rg〉
öåíòðàëèçóåò U = CV (R) ∩ CV (Rg) è äåéñòâóåò íà V/U . Íî rk V/U 6 2; ïîýòîìó
âîçíèêàåò åñòåñòâåííîå æåëàíèå èñïîëüçîâàòü Ãèïîòåçó 11 è íàéòè òàêóþ ïîäãðóïïó
L, ÷òî L̄ = L/CL(V/U) èçîìîðôíà GL2(F ), à R è Rg îêàçûâàþòñÿ åå îäíîìåðíûìè
àëãåáðàè÷åñêèìè òîðàìè. Åñëè ìû ïîëîæèì J = [L,L], òî J ' SL2(F ) è îáëàäàåò
çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì: åñëè z � èíâîëþöèÿ èç Z(J), òî J C CG(z).

Òåì ñàìûì èíâîëþöèÿ z ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé èíâîëþöèåé èç G â ñìûñëå
Ìàéêëà Àøáàõåðà [4] è Àéøå Áåðêìàí [10]. Áûëî áû î÷åíü èíòåðåñíî ïîïûòàòüñÿ
äîêàçàòü Ãèïîòåçó 12, èñïîëüçóÿ ìåòîäû ñòàòüè Áåðêìàí [10].

Îñòàåòñÿ äîáàâèòü, ÷òî êîãäà ãðóïïà 〈Jg | g ∈ G〉 óæå îòîæäåñòâëåíà
ñî ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïîé SLn(F ), òî ñóùåñòâîâàíèå íà V ñòðóê-
òóðû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F âûòåêàåò èç ïðèíàäëåæàùåãî
Óëüðèõó Ìàéåðôðàíêåíôåëüäó ðåçóëüòàòà, õàðàêòåðèçóþùåãî åñòåñòâåííûå ìîäóëè
êëàññè÷åñêèõ ãðóïï [23].
Acknowledgements. Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü àíîíèìíîìó ðåöåíçåíòó
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Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîÿâèëàñü òîëüêî áëàãîäàðÿ êîíôåðåíöèè �Ëîãèêà ïî-ëèîíñêè�,
ïðîâåäåííîé â Ëèîíå, Ôðàíöèÿ, â èþíå 2006 ãîäà; aâòîð èñêðåííå áëàãîäàðåí ee
îðãàíèçàòîðàì.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
1. T. Alt�nel, A. V. Borovik and G. Cherlin, Simple Groups of Finite Morley Rank, AMS,

2007.
2. T. Alt�nel and G. Cherlin, On central extensions of algebraic groups, J. Symbolic Logic

64 no. 1 (1999), 68�74.
3. C. Altseimer, PSL3. Preprint, 1999.
4. M. Aschbacher, A characterization of Chevalley groups over �elds of odd order. I, II. Ann.

of Math. 106 (1977), 353�468; Correction, Ann. of Math. 111 (1980), 411�414.
5. M. Aschbacher, The status of the classi�cation of the �nite simple groups. AMS Notices

51 (2004), 736�740.
6. F. Bachman, Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegri�, Die Grundleheren der.

mathematischen Wissenschaften, vol. 96, Springer-Verlag, Berlin 1959. Ðóññêèé ïåðåâîä:
Ô. Ì. Áàõìàí, Ïîñòðîåíèå ãåîìåòðèè íà îñíîâå ïîíÿòèÿ ñèììåòðèè. Ìîñêâà, 1969.

7. A. Baudisch, A new uncountably categorical group. Trans. Amer. Math. Soc. 348 (1996),
3889�3940.

8. V. V. Belyaev, On locally �nite Chevalley groups, in 17-th All-Union Algebraic Conference,
Leningrad, 1981, Part 2, p. 17 (in Russian).

9. V. V. Belyaev, Locally �nite Chevalley groups, in Investigations in Group Theory, Urals
Scienti�c Centre, Sverdlovsk, 1984, pp. 39�50 (in Russian).

10. A. Berkman, The Classical Involution Theorem for groups of �nite Morley rank, J. Algebra
243 (2001), 361�384.



Ëèíåéíûå ãðóïïû 11

11. A. V. Borovik, Periodic linear groups of odd characteristic, Soviet Math. Dokl. 26 (1982),
484-486.

12. A. V. Borovik, Classi�cation of periodic linear groups over �elds of odd characteristic,
Siberian Math. J. 25 (1984), 221�235.

13. A. V. Borovik, Simple locally �nite groups of �nite Morley rank and odd type. in Finite
and locally �nite groups (Istanbul, 1994), 247�284, NATO Adv. Sci. Inst. Ser. C Math.
Phys. Sci., 471, Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 1995.

14. A. V. Borovik and J. Burdges, Linear groups of �nite Morley rank, in preparation.
15. A. V. Borovik and G. Cherlin, Permutation groups of �nite Morley rank, to appear.
16. A. Borovik and A. Nesin. Groups of Finite Morley Rank. The Clarendon Press / Oxford

University Press, New York, 1994.
17. J. Burdges, Interpretability of �elds in Cartan subgroups, manuscript, 2006.
18. A. Delorî, Groupes simples connexes minimaux alg�ebriques de type impair, to appear in

J. Algebra.
19. A. Delorî abd E. Jaligot, Groups of �nite Morley rank with solvable local subgroups, in

preparation.
20. O. Frecon, Groupes g�eom�etriques de rang de Morley �ni, this volume.
21. D. Gorenstein, R. Lyons, R. Solomon. The Classi�cation of the Finite Simple

Groups. Mathematical Surveys and Monographs, AMS, vols. 40.1-6 (1994-2005) et seqq.
22. D. Macpherson and A. Pillay, Primitive permutation groups of �nite Morley rank, Proc.

London Math. Soc. 70 (1995), 481�554.
23. U. Meierfrankenfeld, A characterization of the natural module for classical groups.

Preprint, circa 1990.
24. Y. Musta�n. Structure des groupes lin�eaires d�e�nissables dans un corps de rang de Morley

�ni, J. Algebra 281 no. 2 (2004), 753�773.
25. B. Poizat, Quelques modestes remarques �a propos d'une cons�equence inattendue d'un

r�esult surpenant de Monsieur Frank Olaf Wagner, J. Symbolic Logic 66 no. 4 (2001),
1637�1646.

26. S. Thomas, The classi�cation of simple periodic linear groups, Arch. Math. 41 (1983),
103�116.

27. F. Wagner, Fields of �nite Morley rank, J. Symbolic Logic 66 (2001), 703�706.
28. B. I. Zilber, Uncountable categorical nilpotent groups and Lie algebras. Soviet Math. Izv.

VUZ 26 (1982), 98�99.


